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INTRODUCCIÓN GENERAL

ARQUÍMEDES

Vida de Arquímedes: datos biográficos y  anécdotas literarias

Frente a la ausencia prácticamente total de datos con que 
nos encontramos al acercamos a la biografía de Euclides, 
sobre Arquímedes, en comparación, estamos relativamente 
bien informados. No porque haya llegado hasta nosotros la 
biografía que Eutocio atribuye a un cierto Heraclidas, sino 
gracias, más bien, a las indicaciones del propio Arquímedes, 
las referencias historiográficas de Polibio y Tito Livio y el 
encomio literario de Plutarco, a lo que hay que sumar algu
nos datos transmitidos por Cicerón y por los matemáticos 
posteriores.

Sabemos con certeza que era natural de Siracusa y que 
su muerte se produjo durante el saqueo de esta ciudad en 
212 a. C., en el transcurso de la Primera Guerra Púnica, tras 
ser tomada la ciudad por las tropas romanas comandadas 
por Marco Marcelo. Algunas noticias, aunque tardías, pues
to que proceden de la época bizantina, afirman que falleció 
a los 75 años, de manera que se suele fechar su nacimiento 
en 287 a. C. El propio Arquímedes menciona a su padre, Fi-
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días, y nos dice de él que era astrónomo y que había llevado 
a cabo una estimación de la relación entre los diámetros del 
Sol y la Luna1: la ocupación del padre desempeñó segura
mente un papel relevante en la formación primera y la voca
ción del hijo.

Diodoro de Sicilia2 atribuye a Arquímedes una estancia 
en Egipto, concretamente en Alejandría, y es probable que 
así fuera, puesto que como sede de la Biblioteca y el Museo 
era el lugar más adecuado para profundizar en el estudio de 
las matemáticas; además, Arquímedes deja en sus obras cons
tancia de la relación que mantenía con algunos estudiosos 
de aquella ciudad a los que debió de conocer por entonces. 
Entre sus corresponsales alejandrinos constan los nombres 
de Conón, Dosíteo y Eratóstenes. El primero era un mate
mático y astrónomo famoso sobre todo por haber dado nom
bre a la constelación conocida como «Cabellera de Bereni
ce». Arquímedes habla de él como «amigo y hombre que ha 
llegado a ser admirable en matemáticas» y afirma que solía 
«escribirle teoremas matemáticos que antes no habían sido 
estudiados», aunque no sabemos cuál pudo ser el contenido 
de esa correspondencia, pues no se nos ha conservado nin
gún testimonio directo de la misma. De Dosíteo sabemos 
que Arquímedes probablemente no había tenido trato perso
nal previo con él, sino que decidió empezar a remitirle los 
resultados de sus investigaciones tras saber de la muerte de

1 Arenario 9 (II220, 21-22).
2 Biblioteca histórica V 37: «...extraen los flujos de las aguas con los 

llamados kochlias egipcios que descubrió Arquímedes de Siracusa cuando 
estuvo en Egipto... Verdaderamente bien puede uno quedar admirado de la 
imaginación del artífice no sólo en esto sino también en otros muchos 
grandes inventos famosos en todo el mundo habitado sobre cuyas particu
laridades halaremos más en detalle cuando nos refiramos a la época de 
Arquímedes...». Lamentablemente, las explicaciones que Diodoro promete 
figuraban en la parte de su obra que no ha llegado hasta nosotros.
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Conón y por haber oído que Dosíteo «había conocido a Co- 
nón y estaba familiarizado con la geometría». A éste le en
vió los dos libros de la Esfera y  el cilindro y los tratados 
Sobre conoides y  esferoides, Sobre las líneas espirales y la 
Cuadratura de la parábola3. En cuanto a Eratóstenes, el 
bien conocido matemático y filólogo, sucesor de Apolonio 
de Rodas en la dirección de la Biblioteca de Alejandría, se 
ha sugerido que la correspondencia de Arquímedes con él 
pudo nacer a raíz del renombre como matemático de que 
Eratóstenes hubo de gozar en Alejandría, cosa probable, 
puesto que antes de remitirle el Método le había enviado los 
enunciados de Método 1 y 2 invitándole «a descubrir sus 
demostraciones» que, hasta el momento, no le había comu
nicado; Arquímedes, además, le considera digno receptor de 
sus descubrimientos y capaz de obtener nuevos rendimien
tos de ellos, pues en la carta que precede al tratado afirma: 
«Y al ver, como digo, que eres estudioso y que destacas no
tablemente en filosofía y que aprecias la teoría matemática 
cuando es el caso, probé a escribirte y a definir en este mis
mo libro la peculiaridad de cierto método mediante el cual, 
cuando te lo haya proporcionado, te será posible disponer de 
recursos para poder estudiar algunos asuntos matemáticos 
por medio de la mecánica». Eratóstenes íue destinatario tam
bién del Problema de los bueyes, que Arquímedes le envió 
sin la solución (aunque no sabemos si lo hizo antes o des
pués de enviarle el Método) para que lo estudiara y lo some
tiera a la consideración de los círculos alejandrinos de estu
diosos de las matemáticas.

Una vez que Arquímedes regresó de Egipto a su patria, 
mantuvo cierta relación con Hierón, tirano de Siracusa —tal

3 Aunque no fue ese el orden de remisión; para mayor detalle sobre ese 
punto, véase más adelante el apartado relativo a la cronología de las obras 
de Arquímedes (págs. 25 y ss.).
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vez por estar emparentado con él, como sugiere Plutarco4— 
y varias anécdotas ponen en conexión a ambos personajes. 
La más conocida cuenta que en una ocasión Arquímedes le 
había escrito que era posible mover mediante una fuerza da
da un peso dado; tan convencido estaba de su aserto que in
cluso aseguraba que si le dieran otra Tierra, tras pasar a 
aquélla movería ésta (la versión más conocida y abreviada 
de esta anécdota atribuye a Arquímedes la frase «Dadme un 
punto de apoyo y moveré el mundo»). Hierón le pidió una 
demostración; Arquímedes hizo sacar a tierra, con gran es
fuerzo y ayuda de gran número de hombres, una nave de 
tres palos de la flota real e introdujo en ella carga y tripula
ción; luego «él, sentado fuera, no con esfuerzo, sino ponien
do en marcha tranquilamente con la mano un mecanismo de 
varias poleas, la atrajo hacia sí suavemente y sin sacudidas, 
como si avanzara por el mar»5.

Otra de las anécdotas en las que participa Hierón cuenta 
que el tirano deseaba consagrar a los dioses una corona vo
tiva y para ello entregó el oro al orfebre; la corona, una vez 
realizada, pesaba lo mismo que el metal entregado, pero 
Hierón sospechaba que una parte del oro había sido sustitui
da por plata; para salir de dudas solicitó de Arquímedes que 
ideara un medio para comprobarlo. Mientras se ocupaba 
mentalmente en esta tarea, Arquímedes tomaba un baño: a 
medida que se sumergía, el agua iba desbordándose de la 
bañera, y ese hecho es el que le sugirió la solución del pro
blema. Emocionado por el hallazgo, salió corriendo desnudo 
como estaba al tiempo que gritaba: ¡Heúréka, heúréka! 
(«¡Lo encontré, lo encontré!»); a continuación, puso a prue
ba su intuición sumergiendo en una vasija llena de agua vo

4 P l u t a r c o , Vida de Marcelo 14, 12 .

5 P l u t a r c o , Vida de Marcelo 14 , 13 .
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lúmenes de oro y de plata de peso igual al de la corona y 
haciendo lo mismo con ésta; comparando los volúmenes de 
agua desplazados calculó el porcentaje de cada metal que 
había en la joya y demostró el engaño del orfebre6.

Estas notabilísimas muestras de inventiva fueron, según 
Plutarco, las que impulsaron a Hierón a encargarle las tareas 
de ingeniería que más tarde, cuando los romanos atacaron 
Siracusa, serían de tanta utilidad a la ciudad y fuente de tan
ta fama para el matemático.

Polibio, que fue apenas una generación posterior a Ar
químedes y pudo, por tanto, conocer los hechos por testi
monios muy próximos —si no directos— describe el detalle 
de las acciones bélicas en un largo pasaje cuyas noticias re
coge en su obra Tito Livío, quien, por su parte, añade el re
lato más antiguo sobre la muerte del matemático. Plutarco, 
aproximadamente un siglo más tarde, compone con esos 
mimbres el cesto de su encomio historiográfico-literario7, 
amenísimo y colmado de anécdotas... difícilmente contes
tables.

Gracias a estos autores sabemos que durante esa campa
ña, en efecto, Arquímedes desempeñó un importante papel 
en la defensa de su ciudad natal mediante el empleo de 
ingenios que él había ideado y fabricado: máquinas que lan
zaban a gran distancia grandes piedras que hundían las na
ves; otras que disparaban a menor distancia proyectiles me-

6 V i t r u v i o , Sobre la arquitectura I 3. Aunque esta anécdota suele re
lacionarse en general con el principio de hidrostática llamado «de Arquí- 
medes», el relato de Vitruvio no tiene, como vemos, gran cosa que ver con 
él, sino que más bien parece estar relacionado con la intuición de la noción 
de peso específico. El principio de Arquímedes aparece estudiado en el 
tratado Sobre los cuerpos flotantes.

1 Los pasajes a que hacemos referencia se encuentran en P o l i b i o , His
torias VIII 3-7; L i v i o , XXIV 34 y XXV 31; P l u t a r c o , Vida de Marcelo 
14-19.
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ñores destinados a los soldados atacantes; manos de hierro 
que, accionadas mediante un contrapeso de plomo, agarra
ban las naves romanas cuando se acercaban con sus «ar
pas» 8 y las suspendían con la proa en el aire para luego 
dejarlas caer de golpe con severos daños para las embarca
ciones y el consiguiente espanto de soldados y tripulantes. 
Una fuente tardía pero no exenta de credibilidad, el matemá
tico e ingeniero Antemio de Traies (s. vi), que fue uno de 
los arquitectos de Santa Sofía, refiere que Arquímedes con
siguió incendiar las naves romanas mediante otro invento 
aún más llamativo, el de los «espejos ustorios»9. Según él,

8 Ingenio bélico que describe Polibio, consistente en unas escaleras 
protegidas que eran izadas mediante poleas sujetas a los mástiles hasta 
apoyarlas en la muralla, desde donde los atacantes podían pasar a los mu
ros y adentrarse en la ciudad; el nombre de «arpas» lo reciben de la forma 
que tomaba el artilugio al quedar apoyado en el muro, forma muy seme
jante a la de cierta clase de arpa que los griegos llamaban sambykê; para 
actuar del modo indicado, las naves romanas tenían que aproximarse mu
cho a la muralla, momento que aprovechaba Arquímedes para poner en 
funcionamiento sus «manos de hierro».

9 En la proposición 2 de Per} paradôxôn mëchanëmâtôn (= Sobre arti- 
lugios extraordinarios, editado por H e i b e r g  en Mathematici graeci mino
res, Copenhague, 1927, págs. 81-2), plantea el problema en los siguientes 
términos: «Cómo en un lugar dado, a una distancia no menor de un tiro de 
flecha, construiremos (un artilugio) que produzca un incendio mediante 
los rayos solares». Y a continuación explica: «Según los que han expuesto 
la construcción de los indicados espejos ustorios, parece que lo propuesto 
es de todo punto imposible; pues vemos que los espejos ustorios siempre 
miran al sol cuando producen el incendio mientras que, si el lugar indica
do no está en línea recta con los rayos solares, sino inclinado a otra parte o 
hacia el lado contrario, de ese modo no es posible que resulte lo propuesto 
mediante los espejos ustorios indicados. Además, por causa de la amplia 
distancia hasta el incendio y el gran tamaño del espejo ustorio, según las 
explicaciones de los antiguos, resulta forzosamente imposible que (tal co
sa) se produzca. Pero no cabe dejar a un lado la fama, relatada unánime
mente por todos los historiadores, de que Arquímedes incendió las naves 
de los enemigos mediante los rayos solares, y por ese motivo es de necesi
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lo consiguió no por medio de un espejo parabólico, sino 
mediante un artilugio formado por veinticuatro espejos pla
nos. Este último relato, a pesar de contar con el apoyo de al
gunas otras fuentes, ha hecho correr ríos de tinta, casi siem
pre con el encarnizado propósito no ya de negarlo, sino de 
demostrar su imposibilidad desde el punto de vista de la fí
sica y la técnica10. Desde el punto de vista filológico, lo que 
más crédito resta a las fuentes que transmiten esta noticia es 
el hecho de que los autores más antiguos —Polibio, Tito Li
vio, Plutarco—  no mencionen esta invención. Luciano de 
Samosata, que es el primero en hacer referencia al asunto, 
dice sólo que «prendió fuego a las trirremes de los enemigos 
gracias a su arte (têi téchnëi)»11, sin mencionar los espejos, 
y Galeno emplea la expresión equívoca diá tön pyriön, que 
tanto puede referirse a «espejos ustorios» como a «materias 
inflamables».

dad, razonablemente, que sea posible la resolución del problema, y yo, tras 
darle crédito y estudiarlo, voy a exponer la construcción de un artilugio de 
esa especie explicando antes brevemente ciertas cosas necesarias para lo 
propuesto».

10 El escepticismo sobre la veracidad de la noticia es antiguo, como lo 
evidencia el pasaje de Antemio que acabamos de citar. En cuanto a la lite
ratura moderna sobre ese punto, pueden consultarse D i j k s t e r h u i s , Ar
chimedes, Princeton, 1987, págs. 28-29, quien, en resumen, se muestra 
convencido de la imposibilidad de la existencia de los espejos ustorios, y 
P. T h u i l l i e r , De Arquímedes a Einstein. Las caras ocultas de la investi
gación científica, Madrid, 1990, vol. I, págs. 45-78, quien, por el contra
rio, pretende demostrar, contra las opiniones de la mayoría, que la noticia 
de Antemio de Traies puede sí ser cierta. También S t a m a t i s  ha reprodu
cido informes y noticias periodísticas en griego, inglés y ruso sobre los es
pejos ustorios en un opúsculo publicado en Atenas en 1982 (no he podido 
consultarlo; tomo la referencia del ensayo bibliográfico añadido por K n o r r  

a la traducción inglesa del Arquímedes de D i j k s t e r h u i s ).

u  L u c i a n o , Hipias o  El baño ( e d .  M a c L e o d , I 3 , 2 ) .
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Sea lo que fuere de esa cuestión, la situación de la em
presa bélica contra Siracusa vino a ser tal que Marco Marce
lo tuvo que renunciar al ataque por mar; Polibio dice que 
«se llevó un gran disgusto, pero al cabo se mofó de sus pro
pias acciones y dijo que Arquímedes con las naves romanas 
sacaba el agua para mezclar con el vino, y que sus arpas, 
caídas en desgracia, habían quedado excluidas del banque
te» 12. En el ataque por tierra sucedieron cosas muy semejan
tes, de manera que las tropas romanas, cuenta Plutarco, «si 
se veía un cable o un madero que sobresalía un poco por en
cima de la muralla, gritando que Arquímedes ponía en mar
cha otro ingenio contra ellos, se retiraban y huían»13.

A pesar de las máquinas de Arquímedes, que hicieron 
imposible consumar el asalto de la ciudad, Marco Marcelo 
logró al fin tomarla por asedio. En medio de la confusión 
provocada por los soldados entregados al pillaje, Arquíme
des, indiferente, estaba inclinado sobre unos dibujos que 
había trazado cuando uno de los soldados, tras una disputa, 
lo mató. Marcelo se disgustó por ello, pues quería haber co
nocido al hombre que le puso en tantas dificultades, y se en
cargó de avisar a sus parientes y de que se le diera sepultura 
como convenía a hombre tan notable. Plutarco nos transmite 
que era deseo de Arquímedes que en su tumba figurara la 
relación entre el cilindro y la esfera inscrita en él, relación 
que Arquímedes había descubierto y demostrado, según fi
gura en el tratado Sobre la esfera y  el cilindro. Y cuenta Ci
cerón que cuando él fue a Sicilia como cuestor en el año 75 
a. C., consiguió encontrar, cerca de la puerta de Acradina,

12 P o l i b i o , Historias VIII 6, 6.
13 P l u t a r c o , Vida de Marcelo X V II4.
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una columna sepulcral oculta bajo la maleza en la que, efec
tivamente, estaban representadas la esfera y el cilindro14.

Los relatos que hemos referido han conformado durante 
siglos la fama de Arquímedes, y no podemos dejar de seña
lar que incluso la literatura de divulgación de nuestros días 
—y en ella incluyo las informaciones que circulan por la 
red— hace más hincapié en esos puntos que en cualesquiera 
otros relativos al matemático. Sin embargo, no cabe dejar de 
lado la consideración de que era tradicional en la literatura 
biográfica de la Antigüedad la invención de anécdotas que 
permitieran situar cronológicamente al biografiado o poner 
de relieve sus logros o las características más destacadas del 
personaje15: y sucede que las anécdotas relatadas vienen,

14 Este relato de la muerte de Arquímedes es el que aparece en L iv io , 
XXV 9-10. Plutarco ofrece otras dos versiones, variantes enriquecidas de 
la transmitida por Tito Livio. Un mosaico de Herculano reproduce la esce
na con la particularidad de que no representa a Arquímedes agachado mi
rando al suelo, sino trabajando en una mesita con sus papiros extendidos 
sobre ella. El deseo de Arquímedes en cuanto a su epitafio lo mencionan 
P l u t a r c o ,  Vida de Marcelo 17, 12, y C i c e r ó n ,  Tusculanas V 64-66. 
El estudio de la relación entre el cilindro y la esfera inscrita en él aparece 
en Sobre la esfera y  el cilindro I 34, porisma; la génesis mecánica del teo
rema se encuentra en Método 2.

15 Recuérdese cómo los antiguos fechaban a los poetas trágicos po
niéndolos en relación con la batalla de Salamina: Esquilo luchó en ella 
como soldado, Sófocles formó parte del coro de jóvenes que celebraron la 
victoria, Eurípides nació en la isla de Salamina cuando los atenienses se 
refugiaron allí; la anécdota viene a indicarnos que la diferencia de edad 
entre ellos era, aproximadamente, de media generación. O cómo ciertas 
fuentes relatan que la tumba de Eurípides y su cenotafio en Atenas fueron 
destruidos por el rayo: nos recuerdan así el ateísmo de Eurípides y su cas
tigo imperecedero. Otro ejemplo puede ser el que describe el rigor del ma
temático Euclides ante Alejandro Magno: «No hay camino real para la 
matemática»; la anécdota viene, a poner de relieve que fueron parcialmente 
contemporáneos.
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precisamente, a resaltar los principales descubrimientos de 
Arquímedes. El «Dadme un punto de apoyo y moveré el 
mundo» nos recuerda que fue Arquímedes el primero en 
formular matemáticamente la ley de la palanca; el Heúréka, 
que fue el descubridor del primer principio de la hidrostáti- 
ca; los espejos ustorios nos deberían llevar a considerar sus 
trabajos en materia de catóptrica —aunque perdidos, sa
bemos que él fue el primero en observar la refracción de la 
luz—; la inscripción funeraria sobre el cilindro y la esfera 
nos remite a sus descubrimientos sobre el volumen y la su
perficie de la esfera... La «muerte entre los círculos» es pa
ralela al despiste de Tales, que cayó en un pozo mientras 
observaba las estrellas, con gran regocijo de la esclava que
lo atendía, con lo que nos los representamos como «sabios 
despistados», más interesados en su mundo intelectual que 
en las banalidades de la existencia cotidiana. Y obsérvese 
que todas estas anécdotas pueden resumirse en poquísimas 
palabras; a veces, incluso, en una sola frase. De modo que 
alguna sospecha sí que cabe sobre si estos relatos son testi
monio de los hechos de la vida del matemático o muestra de 
la maestría de la Antigüedad en materia de invención bio
gráfica y de recursos mnemotécnicos.

Pero haya en ellos lo que haya de veracidad, no pode
mos perder de vista que contienen las referencias más di
fundidas sobre la vida del matemático. Otras fuentes algo 
menos conocidas atribuyen a Arquímedes tres llamativas cons
trucciones mecánicas más: el tornillo de Arquímedes, un 
planetario y un órgano hidráulico.

El kochlías o tornillo de Arquímedes era un mecanismo 
para extraer agua de lugares inundados que, según diversos 
testimonios, Arquímedes puso en funcionamiento en Egipto 
para regar terrenos a los que no alcanzaban las crecidas del 
Nilo y que también se utilizó en las minas de Hispania para
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extraer el agua de las galerías inundadas. Respecto al plane
tario, Cicerón nos ha conservado una descripción16: en él, al 
ponerse el Sol en movimiento, la Luna y los planetas repro
ducían el mismo movimiento que cursarían en un día res
pecto de una bóveda de estrellas fijas: unos versos de Clau
dio Claudiano (Carmina Minora LI) narran la sorpresa de 
Júpiter al ver el mundo reproducido por obra de un ser 
humano17. En cuanto al órgano hidráulico, estamos aún peor 
informados: sólo Lactancio lo menciona y lo hace para com
parar con él la naturaleza del alma: igual que el órgano es 
uno, a pesar de estar compuesto de muchas partes, así tam
bién el alma, a pesar de la variedad de sus funciones, es 
sólo una.

Por otro lado, las fuentes antiguas nos hablan de la exis
tencia de planetarios y órganos hidráulicos en fechas más 
antiguas, de manera que la atribución a Arquímedes de estos 
dos mecanismos debemos interpretarla más bien en el senti
do de que llevó a cabo modelos especialmente bien logrados 
de inventos ya conocidos; en cuanto al kochlías, Ateneo y 
Diodoro dicen que fue invención suya, pero un testimonio 
de Estrabón18, en el que describe un ingenio semejante sin 
atribuírselo a Arquímedes hace dudosa esta afirmación.

Como vemos, la fama más extendida sobre Arquímedes 
no hace referencia tanto a su labor de geómetra como a su

16 Tusculanas 125.
17 También es C i c e r ó n  (República I 14) la fuente que nos informa de 

la presencia en Roma de dos planetarios obra de Arquímedes, uno de ellos 
«único botín con el que el antepasado de Marcelo quiso adornar su casa 
tras la toma de Siracusa», trabajo del que Cicerón había oído hablar como 
la obra maestra de Arquímedes, pero que «a primera vista no me pareció 
cosa extraordinaria»; respecto al otro ejemplar cuenta que «Marcelo había 
depositado en el templo de la Virtud otra esfera de Arquímedes, más co
nocida por la gente y mucho más aparente».

18 Geografía XVII.
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inventiva en el terreno de la ingeniería, y esa fama, nacida 
en la Antigüedad, se prolongó a lo largo de toda la Edad 
Media. Sin embargo, si escribió algo sobre esas materias no 
nos ha llegado noticia. Según Plutarco —pero ya venimos 
viendo que las versiones de los hechos que este autor nos 
ofrece son muy personales y no siempre están del todo li
bres de intención literaria ni de prejuicio— estas ocupacio
nes no eran para él más que entretenimientos sobre los que 
no quiso dejar ningún escrito «considerando innoble y me
nestral el ocuparse de la mecánica y, en general, de cual
quier arte que tocara la utilidad»19.

Obras

Las obras que se nos han conservado de Arquímedes son 
todas de carácter teórico, dedicadas unas a la geometría y 
otras a la física matemática. En griego se nos han conserva
do los dos libros Sobre la esfera y  el cilindro, Sobre la me
dida del círculo, Sobre conoides y  esferoides, Sobre las es
pirales, los dos libros Sobre el equilibrio de las figuras 
planas, el Arenario, la Cuadratura de la parábola, los dos 
libros Sobre los cuerpos flotantes, el Stomachion, el Méto
do, el Problema de los bueyes y breves fragmentos — o re
súmenes— de sus trabajos sobre los polígonos semirregula- 
res y sobre catóptrica.

Desde ahora hay que hacer constar que una ojeada so
mera a los textos nos hace ver que la mayor parte de las 
obras no nos han llegado completas ni con los ipsissima 
verba que Arquímedes empleó para redactarlas. Unas tienen 
carácter fragmentario por causa del deterioro del soporte es- 
criptorio: tal es el caso del Método, el Stomachion o el libro
II de los Cuerpos flotantes, transmitidas de modo incomple-

19 Vida de Marcelo XIV y XVII.
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to por un único manuscrito, el famoso palimpsesto de Jeru- 
salén, o de los dos libros Sobre los cuerpos flotantes, de los 
que algunas partes sólo nos han llegado en versión latina. 
Otras han padecido resúmenes y refecciones en el curso de 
sucesivas adaptaciones a su uso escolar, como se evidencia 
en la Medida del círculo y en las obras transmitidas en ára
be. Muchas, como consecuencia de la desaparición de los 
antiguos dialectos, han perdido el original dorio de Siracusa 
en que Arquímedes escribía para ser vertidas a la koiné diá- 
lektos, el «dialecto común», generalizado a partir de la épo
ca helenística en la expresión literaria y que, al evolucionar, 
produciría el griego bizantino y el griego moderno: así ha 
sucedido con la Esfera y  el cilindro, la Medida del círculo, 
la Cuadratura de la parábola, el Stomachion, el Método y el 
Problema de los Bueyes.

Aún así, el corpus de obras conservadas nos da pie más 
que suficiente para reconocer los dos rasgos más caracterís
ticos de la obra de Arquímedes: profundidad y originalidad, 
perceptibles tanto en los temas abordados como en los mé
todos empleados. Ambas peculiaridades están en relación 
directa con una tercera característica: no son, como los Ele
mentos de Euclides o las Cónicas de Apolonio, recopilacio
nes de descubrimientos matemáticos anteriores, ordenadas y 
completadas por sus autores con finalidad principalmente 
didáctica; los escritos de Arquímedes son verdaderos ensa
yos científicos, destinados a dar a conocer a la comunidad 
matemática los nuevos descubrimientos realizados por su 
autor.

Algunos de ellos derivan de las líneas de investigación 
emprendidas y proseguidas en la matemática griega, como 
ocurre con la Medida del círculo, que pretendía —y consi
guió— dar solución a uno de los tres problemas clásicos de 
la matemática griega mediante la intuición de renunciar a la
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cuadratura estricta e intentar la triangulación y el recurso al 
método «de compresión»20, o con la Cuadratura de la pa
rábola, en esa misma tradición de buscar equivalencias en
tre áreas de figuras planas y figuras curvilíneas, la clase de 
problemas que suelen llamarse «de aplicación de áreas»; re
lacionado en cierto modo con esa clase de problemas está 
también el Stomachion, juego21 elevado a la categoría de 
problema geométrico en el que se pretende dividir un cua
drado —o un rectángulo—  de tal manera que las figuras re
sultantes de la división sean o bien iguales y semejantes o 
bien susceptibles, tomadas de dos en dos, de sustituir a otra 
u otras dos de las figuras, siempre dentro del cuadrado o el 
rectángulo inicial. Siguiendo aún la línea pitagórica de en
contrar equivalencias entre figuras, como lo habían hecho 
otros matemáticos antes que él22, pero ahora en el terreno de 
los sólidos, tenemos los dos libros Sobre la esfera y  el cilin
dro y el tratado Sobre conoides y  esferoides.

El resto de sus obras se apartan de la tradición geométri
ca más clásica para adentrarse en territorios apenas explora
dos: Sobre las líneas espirales se ocupa del estudio de la 
curva que hoy recibe el nombre de «espiral de Arquíme-

20 Cf. más adelante, págs. 37-41.
21 A juzgar por el contenido de la obra, el juego tenía cierta semejanza 

con nuestros puzzles. Los diccionarios recogen el término con la única 
acepción de «título de una obra de Arquímedes».

22 En la carta-dedicatoria que precede al Libro I de Sobre la esfera y  el 
cilindro Arquímedes afirma que, en el terreno al que aludimos, se deben a 
Eudoxo demostraciones «que parecen tan sobresalientes: la de que toda pi
rámide es un tercio del prisma que tiene la misma base que la pirámide e 
igual altura, y que todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la 
misma base que el cono e igual altura», y en la carta-dedicatoria que pre
cede al Método repite esa misma información añadiendo que antes que 
Eudoxo ya Demócrito había sido el primero en manifestar «sin demostra
ción» dichos asertos.
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des», curva de generación mecánica ideal descrita por un 
punto que se mueve a velocidad uniforme sobre una semi
rrecta que, a su vez, se desplaza radialmente en torno a su 
origen. La originalidad del tratado radica en que la matemá
tica griega no había llevado a cabo hasta entonces estudios 
sobre curvas distintas de la circunferencia más que en el ca
so de las cónicas, descubiertas y estudiadas primero por Me
necmo y después por Euclides23, y de la trisectriz (o cuadra
triz) de Hipias. En Sobre el equilibrio de las figuras planas 
y Sobre los cuerpos flotantes Arquímedes aplica el rigor de 
los métodos geométricos a observaciones experimentalmen
te comprobables pertenecientes al terreno de la estática y la 
hidrostática, con lo que sienta las bases de la física matemá
tica. El único antecedente para esta clase de orientación en 
los estudios matemáticos tendríamos que ir a buscarlo a la 
Mecánica del corpus aristotélico, el texto griego más anti
guo en que un fenómeno físico es reducido a expresión ma
temática, que es donde encontramos, aunque de un modo no 
del todo preciso, la descripción del «paralelogramo de las 
fuerzas». El Arenario —que formalmente es una carta a Ge- 
lón, hijo de Hierón de Siracusa— aborda, so pretexto de 
calcular el número de granos de arena necesarios para llenar 
el universo, el problema de la expresión y notación de cifras 
elevadas24; por último, el Problema de los bueyes propone

23 Aunque no se nos han conservado esas obras, probablemente porque 
perdieron buena parte de su interés al ser superadas por los trabajos de 
Apolonio sobre ese mismo tema.

24 Hay que recordar aquí que el proceso de abstracción que exige la ta
rea de contar va unido necesariamente al desarrollo científico: los pueblos 
primitivos resuelven sus necesidades a ese respecto sin necesidad de ir 
muy lejos.· En las lenguas indoeuropeas es fácil reconstruir un origen co
mún para los numerales hasta el «cien» (gr. hekatón; lat. centum); en el 
nombre del «mil» se detectan ya etimologías procedentes de raíces diver
sas (gr. chílioi; lat. mille). En Homero el numeral mÿrioi significa «muchí
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averiguar el número de vacas y toros de los rebaños del Sol, 
dadas ciertas condiciones complejas—resumiendo, un sis
tema de siete ecuaciones con ocho incógnitas— que hacen 
que el problema, en términos de la matemática actual, venga 
a resolverse mediante una ecuación diofántica del tipo Pell- 
Fermat.

El Método merece tratamiento aparte, y no sólo por ser 
el único caso en la literatura matemática griega de exposi
ción del sistema heurístico de un autor. Presenta, además, el 
aliciente especial de que, mencionado por varios escritores 
de la Antigüedad25, el tratado parecía haberse perdido para 
siempre y fue completamente desconocido para Occidente 
hasta que en 1906 el filólogo danés Heiberg, que ya había 
publicado una edición de las obras conocidas de Arquíme
des, tuvo noticia26 de que un palimpsesto hierosolimitano 
escondía trabajos matemáticos. Se interesó por estudiar el 
códice, para lo cual tuvo que desplazarse a Constantinopla y 
fotografiarlo. El códice contenía, entre otros escritos de Ar
químedes, el que ahora nos ocupa: la única versión del Mé

simos, en número infinito» (sentido heredado, por cierto, por nuestro «mi
ríada»), y el término pasa a significar «diez mil» sólo tardíamente. En 
nuestro tiempo hablamos de «millones» y «billones», pero para cifras ver
daderamente elevadas... recurrimos a las potencias de diez.

25 Herón y la Suda lo mencionan, aparte de la referencia explícita a la 
mecánica del propio Arquímedes en la Cuadratura de la parábola II 266, 
1; esta última referencia, que resulta manifiesta ahora que conocemos el 
Método, no podía sin embargo servir de indicio a los estudiosos más anti
guos dado que no aparece .la palabra clave méthodos (ni tampoco éphodos, 
que es la que figura en el título griego de la obra arquimedea).

26 Gracias al catálogo de las bibliotecas pertenecientes al Patriarcado 
de Jerusalén publicado en 1899 por el estudioso griego A. I. Papadopou- 
los-Kerameus (cuyo papel en el hallazgo del palimpsesto, por cierto, suele 
quedar postergado). El relato del descubrimiento del manuscrito y la des
cripción del mismo fueron dados a conocer por H e i b e r g  en «Eine neue 
Archimedesschrift» Hermes 42 (1907), 235 y ss.
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todo que ha llegado hasta nosotros. El pergamino que servía 
de soporte escriptorio había sido lavado y reutilizado en el 
siglo χία para escribir en él un eucologio, proceso en el cual 
habían desaparecido varias páginas, otras habían sido borra
das tan completamente que era imposible leer nada que no 
fuera el texto para el que se reutilizó y, además, había des
aparecido el orden primitivo de las páginas. La tarea de 
Heiberg fue, por tanto, muy meritoria. El asunto, en todo ca
so, es que toda esta peripecia había mantenido la obra aleja
da de comentaristas y estudiosos durante casi un milenio.

Desde el punto de vista formal, es un ejemplo de corres
pondencia erudita con una doble finalidad: por un lado, Ar
químedes había enviado a Eratóstenes los enunciados de dos 
teoremas sin la demostración, invitándole a descubrirla por 
sí mismo. Esos dos teoremas conciernen al volumen de la 
uña cilindrica y de la doble bóveda cilindrica. Ahora —le 
comunica Arquímedes— le envía las demostraciones, dis
tintas de otras que ya tiene publicadas sobre el volumen de 
los sólidos conoides y esferoides, pues las demostraciones 
que le remite en ese momento tienen el interés especial 
de que por primera vez consigue hallar equivalencias entre 
figuras comprendidas por superficies planas y figuras com
prendidas por superficies curvas y planas. En segundo lugar, 
quiere también darle a conocer un método nuevo que permi
te «disponer de recursos para poder estudiar algunos asuntos 
matemáticos por medio de la mecánica» y para ello le envía 
el estudio de diversos teoremas sobre áreas y volúmenes se
gún lo había efectuado mediante el método mecánico antes 
de resolver con el rigor pertinente las demostraciones geo
métricas.

Aparte de las obras y fragmentos conservados en griego, 
mediante versiones árabes disponemos de restos del Libro 
de los lemas, del tratado Sobre el heptágono inscrito en el
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círculo y de otro tratado Sobre los círculos tangentes. Las 
versiones árabes le atribuyen, asimismo, libros Sobre las lí
neas paralelas, Sobre los triángulos, Sobre las propiedades 
de los triángulos rectángulos, Sobre clepsidras y unos Da
tos, aunque buena parte de las referencias arquimedeas con
tenidas en los manuscritos árabes se entremezclan con resul
tados debidos a otros autores y, en particular, con trabajos 
de los propios matemáticos árabes que los transmiten, lo que 
hace especialmente delicada la tarea de discernir qué parte 
corresponde a quién dentro de cada obra. Los estudiosos de 
Arquímedes han apreciado de modo especial los fragmentos 
del Libro de los lemas, cuya versión latina incluye Heiberg 
en su edición, ciertas partes de los tratados Sobre el heptá
gono inscrito en el círculo y Sobre los triángulos, de los que 
Dijksterhuis se ocupa en su clásica exposición de las obras 
de Arquímedes, y del fragmento del Stomachion conservado 
sólo en árabe y dado a conocer por Suter, más amplio y de 
más interés que el conservado en griego27.

Además, contamos también con referencias a otras obras, 
perdidas: el trabajo sobre los poliedros semirregulares alu
dido por Papo, un De la denominación de los números que 
dedicó a Zeuxipo, al que el propio Arquímedes hace refe
rencia28, una Catóptrica y una o varias obras sobre mecáni
ca que contenían teoremas que no figuran en el Equilibrio 
de los planos —las referencias del propio Arquímedes y de 
otros autores de la Antigüedad parecen remitimos a títulos 
como Sobre los centros de gravedad, Sobre los equilibrios, 
Mecánica, Sobre las balanzas o Sobre las palancas— . Las

27 S u t e r , H.: «Der Loculus Archimedms oder das Syntemachion des 
Archimedes, arabisch und deutsch», Zeitschrift flir Mathematik und Phy
sik, historische-litterarische Abteilung (44 Supp. Heft) 491, 1899 (Cantor- 
festschi'ift).

28 En Arenario II 216, 17-19, y  236, 17-22.
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alusiones indicadas a los trabajos sobre mecánica mencio
nan demostraciones concretas, pero no es posible siquiera 
saber si se trataba de una sola obra conocida por varios títu
los o de varias obras referentes a temas emparentados entre 
sí y con la mecánica.

Cronología de las obras consejadas

La ordenación seguida a lo largo del último siglo en la 
presentación de las obras de Arquímedes deriva directamen
te del orden propuesto en su edición por Heiberg, quien, a 
su vez, siguió fundamentalmente la ordenación de los ma
nuscritos29. Que esa ordenación no se correspondía con la 
secuencia cronológica de la composición de los tratados era 
cosa manifiesta ya para Torelli en 1792, y sus observacio
nes, ampliadas por Heiberg y Heath, han sido utilizadas en 
los trabajos de Dijskterhuis, Itard, Claggett y Mugler con 
pocas alteraciones30.

El criterio principal en el que se basan las reconstruc
ciones cronológicas es de orden filológico: ya dijimos más 
atrás que algunas de las obras de Arquímedes van precedi
das de una carta, y dos de esas cartas, las que preceden a los 
tratados sobre Cuadratura de la parábola y Espirales, son 
especialmente significativas a este respecto. Por la dedicato
ria de Cuadratura de la parábola sabemos que éste fue el 
primer tratado que Arquímedes envió a Dosíteo, pues allí se 
lee: «Al oír que había muerto Conón, cuya amistad nunca 
me faltó, y que tú habías conocido a Conón y que estabas

29 Para ser exactos, presentó las obras en el orden en que figuran en los 
manuseritos derivados de A, que representan la tradición textual más ex
tendida, y añadió después las obras que sólo conocemos por el palimpsesto 
de Jerusalén.

30 Ver Eecke renuncia al debate sobre la cuestión cronológica al admi
tir el orden propuesto por Heiberg como «el más racional posible».
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familiarizado con la geometría, me entristecí por el difunto 
en su calidad de amigo y de hombre que ha llegado a ser 
admirable en matemáticas, y me propuse enviarte por escri
to, igual que solía escribir a Conón, teoremas matemáticos 
que antes no habían sido estudiados, pero que ahora han si
do estudiados por mí»31. Esta misiva podemos fecharla, se
gún Knorr, en fecha posterior a 246 a. C.

Por otra parte, en la dedicatoria de Espirales y como 
respuesta a la petición de Dosíteo de que le envíe ciertas 
demostraciones, Arquímedes enumera las obras que ya le ha 
enviado y las que le envía en ese momento: en primer lugar 
cita los principales resultados de los dos libros Sobre la es
fera y  el cilindro, cuyas demostraciones —dice— le había 
remitido por medio de Heraclidas; a continuación, los de 
Conoides y  esferoides, cuyas demostraciones aún no le ha 
enviado; y por último, los problemas sobre las espirales que 
le remite en ese momento. La secuencia de los escritos en
viados a Dosíteo, por tanto, fue: Cuadratura de la parábola, 
Sobre la esfera y  el cilindro, Sobre las espirales y Sobre los 
conoides y  esferoides, y no parece muy aventurado suponer 
que fueron compuestos en ese mismo orden.

31 Ignoramos las fechas precisas de la vida de Conón, pero una mezcla 
de leyenda e historia nos permite .construir una aproximación temporal: 
según la leyenda poética forjada en Alejandría, cuando Ptolomeo III Evér- 
getes partió a la guerra contra Seleuco (Tercera Guerra Siria, 246-241 a. 
C .) ,  la reina ofrendó a la diosa Afrodita su cabellera por la salud de su es
poso, pero la cabellera desapareció del templo. Se atribuye a Conón la fi
nura cortesana de haberla ^reconocido en el cielo transformada en una 
nueva constelación: la «Cabellera de Berenice» y, dado que la correspon
dencia entre Arquímedes y Dosíteo hubo de ser posterior, queda la fecha 
de 246 a. C . como terminus post quem para el comienzo de esa relación 
epistolar. C a l im a c o  incluyó en sus Catasterismos el poema que compuso 
sobre los hechos citados, poema que, a su vez, fue traducido por C a t u l o  

en su poema 66.



IN TRO DUCCIÓ N GENERAL 27

En tercer lugar, el Arenario 19 (II 230, 3-7) cita de un 
modo muy preciso el resultado de la proposición 3 de la 
Medida del círculo: «Sabes que yo demostré que la circun
ferencia de todo círculo es mayor que el triple del diámetro 
en menos de la séptima parte», de modo que este pasaje es 
tenido por testimonio definitivo para la datación relativa de 
ambas obras, aunque no da pie para relacionar su cronología 
con la de los tratados remitidos a Dosíteo.

El segundo de los criterios empleados tiene que ver con 
la relación interna entre los tratados: si en uno de ellos se 
utilizan como argumento resultados obtenidos en otro, se 
toma por indicio válido a efectos de ordenación cronológica. 
Tenemos, por ejemplo, el caso de Cuadratura de la parábo
la (props. 6, 8, 10) en donde se recogen resultados proce
dentes de Equilibrio de los planos I (props. 6, 7, 14, 15)32, 
mientras que en Equilibrio de los planos II (prop. 10) se re
cogen resultados de Cuadratura de la parábola (prop. 3), 
aunque no se menciona la obra de la que proceden: de ahí 
que, en general, se restituya la secuencia Equilibrio de los 
planos VCuadratura de la parábola/Equilibrio de los pla
nos II. Del mismo modo, puesto que en Sobre los cuerpos 
flotantes I (props. 8 y 9) se da por demostrado —sin men
cionar literalmente la obra— el contenido de Equilibrio de 
los planos I 8 y que en Sobre los cuerpos flotantes II (props. 
2, 3, 4, 6 ,7, 8 et al.) se emplea el resultado de Sobre conoi
des y  esferoides 11 (relativo al volumen del paraboloide de 
revolución), se propone para los libros Sobre cuerpos flo 
tantes una fecha de redacción posterior a la de Sobre conoi
des y  esferoides.

32 Que aquí recibe el nombre de Mecánica (dédeiktai gàr toüto en toís 
Mëchanikoîs); a este respecto, cf. más atrás, pág. 25.
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Al entender de los estudiosos mencionados más arriba, 
no disponemos de otros datos fehacientes, de manera que, 
dejando a un lado los scripta minora, queda pendiente la lo
calización del Método y de la Medida del círculo (y, depen
diendo de la datación de éste último, la del Arenario). En lo 
relativo a la Medida del círculo, Torelli y Heiberg se sirven 
de un tercer criterio, mucho más arriesgado, consistente en 
poner en relación los tratados según el tema que desarrollan: 
dado que en Medida del círculo 1 y en Sobre la esfera y  el 
cilindro Arquímedes asume sin prueba que la secuencia de 
polígonos inscritos en el círculo puede acercarse tanto como 
se quiera al área del círculo a medida que duplicamos el 
número de lados, y a la vista, según Torelli, de que los prin
cipales resultados de la Esfera y  el cilindro carecen de utili
dad práctica si no se ha alcanzado una estimación numérica 
de π, llegan a la conclusión —no demasiado evidente, a 
nuestro entender— de que la Medida del círculo es posterior 
a Sobre la esfera y  el cilindro.

Tras el descubrimiento del palimpsesto de Jerusalén, 
Heiberg, y con él Heath, Dijksterhuis y Claggett, optan por 
proponer, por un lado, una cronología «tardía» para la Me
dida del círculo, mientras que para el Método proponen una 
cronología «temprana» pero posterior a la Cuadratura de la 
parábola —ya que en la carta que precede a este tratado 
Arquímedes hace ver que para entonces ya había empezado 
a emplear su famoso método mecánico33 y, a la vez, en el 
Método afirma haber defendido ese método en escritos ante

33 «Tras redactar las demostraciones de esto (scil., «las relativas al área 
del segmento parabólico») te las envío primero como fueron resueltas por 
el método mecánico, y después también como se demuestran por el méto
do geométrico» (I I264, 26-266, 2).
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riores34— . Itard, sin embargo, seguido por Mugler, prefiere 
considerar el Método una especie de testamento científico 
de Arquímedes y propone para él una cronología tardía.

Pero la insuficiencia de algunos de los argumentos ex
puestos se hace patente en las dubitaciones de los propios 
autores de los razonamientos: a pesar de lo indicado más 
atrás, Heiberg sitúa al final de su lista cronológica y con un 
inteiTogante la Medida del círculo, Heath propone cronolo
gías distintas en su traducción de las obras de Arquímedes 
y en A History o f Greek Mathema tics y otro tanto hace Itard 
en la Historia General de las Ciencias y en Mathématiques 
et Mathématiciens. Ante esa situación, y en la idea de que la 
cronología de la composición de los tratados podría servir 
de clave para una comprensión más profunda de la obra de 
Arquímedes, W. R. Knorr emprendió la tarea de examinar 
de nuevo esta cuestión. En un extenso artículo35 revisa las 
fuentes textuales y las argumentaciones que resumíamos más 
arriba y analiza los métodos matemáticos de los que Arquí
medes se sirve. Utilizando como criterio la mayor o menor 
intervención de los métodos euclidianos y de los métodos 
originales del propio Arquímedes, concluye que cabe consi
derar dos etapas en los trabajos del siracusano: una etapa

34 «...al escribir el método he pretendido sacarlo a la luz a la vez por
que previamente lo había defendido — no fuera que les pareciera a algunos 
que había estado diciendo palabras vanas— y al mismo tiempo porque 
estaba convencido de que arrojaría no pequeña utilidad en la matemática... 
Así, escribo en primer lugar lo que también lo primero se me hizo patente 
mediante la mecánica, que todo segmento de la sección de un cono rectán
gulo son cuatro tercios del triángulo que tiene la misma base e igual altura, 
y después de ello, cada uno de los teoremas obtenidos mediante el mismo 
método» ( I I430, 11-24).

35 Los resultados fueron publicados en «Archimedes and the Elements: 
Proposal for a Revised Chronological Ordering of the Archimedean Cor
pus», Archiv fo r  History o f  Exact Sciences 19 (1979), 211-290.
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más antigua, en la que Arquímedes, influido aún por sus 
años de formación, sigue los métodos —euclidianos—  y la 
línea de investigación —problemas de áreas, fundamental
mente— más clásica en la matemática griega, y un período 
de madurez en el que desarrolla y emplea cada vez más a 
fondo el método mecánico y lo aplica a problemas estereo
métricos. De acuerdo con ello, propone una datación tem
prana para la Medida del círculo —quizá, según él, la más 
temprana de las obras de Arquímedes que conservamos— y 
sitúa el Método en la época de madurez —quizá la última de 
ellas—.

Los argumentos ofrecidos por Knorr no han sido plena
mente aceptados: por ejemplo, según este autor Arquímedes 
empezó a ocuparse de mecánica al volver de Alejandría a 
Siracusa, cuando el rey Hierón le puso al frente de los traba
jos de fortificación de la ciudad; Krische36 hace la objeción 
siguiente: ¿por qué iba el rey a poner al frente de las obras 
de fortificación de la ciudad a un hombre aún joven, sin ex
periencia en tales menesteres, recién regresado de una au
sencia de años y que hasta entonces sólo se había ocupado 
de geometría? —dejando a un lado que esta suposición de 
Knorr contradice lo afirmado por algunas fuentes antiguas, 
como el texto de Plutarco citado más atrás (pág. 10)— .

Vitrac37, por su parte, encuentra que los procedimientos 
con que Knorr justifica sus asertos son «complejos e inclu
so, a veces, de carácter sofístico» y reprocha al análisis de 
Knorr «proceder como si en las matemáticas antiguas se pu

36 «Die Rolle der Magna Graecia in der Geschichte der Mechanik», 
Antike und Abendland, 1995.

37 Las críticas que citamos figuran en «A propos de la chronologie des 
œuvres d’Archimède» Mathématiques dans l ’Antiquité, ed. J. Y. G u i l l a u -  

m i n , Saint-Étienne, 1992, págs. 87-88), pero Vitrac formula otras muchas 
reservas a lo largo de todo el artículo.
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diera aislar un aspecto técnico o metodológico correspon
diente a nuestros diferentes cálculos (algebraico, diferencial, 
integral...) (...). De hecho — dice Vitrac—, las matemáticas 
antiguas se mantienen en un nivel de abstracción relativa
mente modesto en lo que concierne a los métodos; es peli
groso exagerar su importancia independientemente de los 
contextos particulares en los que intervienen». A pesar de 
esto sostiene que «la cronología propuesta por Knorr es ve
rosímil, incluso si los argumentos expuestos para sostenerla 
no siempre son más convincentes que los que sostenían las 
cronologías anteriores».

Por nuestra parte, en lo relativo a la datación de la Me
dida del círculo encontramos algunos puntos débiles en el 
razonamiento de Knorr38. Conviene, además, señalar que 
el propio Knorr es consciente de que frente a la cronología 
segura de las que llama «obras de madurez», para la cual 
contamos con las mutuas referencias técnicas y las indica
ciones explícitas de Arquímedes, que nos certifican el orden 
de su presentación ante la comunidad matemática de Ale
jandría —aunque no el orden del descubrimiento de los re
sultados— , el orden que las deducciones de Knorr proponen 
para las que él llama obras tempranas es «menos cronológi
co que lógico»39.

En lo que concierne al Método coincidimos en la apre
ciación de que fue probablemente una de las últimas obras

38 Los elementos para ese debate son extensos, y esta introducción no 
es el lugar adecuado para su exposición, pero hemos de decir que el recur
so frecuente al argumento ex silentio, el hecho de que no utilice todos los 
pasajes de la obra de Arquímedes relativos a la cuestión, el análisis abusi
vo de ciertos pasajes —por ejemplo, de Método 2 (447, 4-15)— y la fre
cuencia con que admite como prueba lo que no son sino conclusiones de 
series de hipótesis debilitan el conjunto de la argumentación de Knorr.

39 K n o r r , art. cit., pág. 270.



32 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

de Arquímedes, pero no porque nos parezca convincente la 
argumentación de Knorr a ese respecto, sino, sobre todo, 
porque disponemos de evidencias textuales: un pasaje de la 
carta a Eratóstenes que precede a ese tratado —pasaje que 
parece haber pasado desapercibido hasta ahora a todos los 
estudiosos— afirma explícitamente que compuso el tratado 
después de haber descubierto lo relativo a la medida de los 
conoides y esferoides:

Ocurre que estos teoremas40 son distintos de los que 
descubrí primero, pues aquellas figuras, los conoides y los 
esferoides y sus segmentos, las comparábamos en magni
tud con figuras de conos y cilindros y se halló que ninguna 
de ellas era igual a una figura sólida comprendida por pla
nos, mientras que en estas figuras, comprendidas por dos 
planos y superficies de cilindro, cada una ha sido hallada 
igual a una de las figuras sólidas comprendidas por planos.

Knorr sostiene — según necesita para justificar la posi
ción del Método en su cronología relativa— que la corres
pondencia entre Arquímedes y Eratóstenes es posterior a la 
que mantuvo con Dosíteo41. En ese punto coincidimos con 
él, pero nuestro argumento se apoya en el texto del Método

40 Se refiere a los dos teoremas cuyos enunciados había remitido pre
viamente a Eratóstenes, sobre el volumen de la uña cilindrica y de la doble 
bóveda cilindrica, respectivamente.

41 Defiende su postura argumentando que frente a la excelente opinión 
que Arquímedes tenía de las capacidades matemáticas de Conón, nunca 
dedica una alabanza a Dosíteo, que debía ser — sugiere Knorr—  menos 
brillante. Al saber de la valía de Eratóstenes, intentó mantener con él una 
relación semejante a la que tuvo con Conón, enviándole los teoremas sin 
demostración por si el otro era capaz de hallarlas, cosa que, según la co
rrespondencia que poseemos, nunca pudo hacer con Dosíteo —siempre 
según Knon·; obsérvese que éste es uno de los casos en que recurre al ar
gumento ex silentio— .
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que acabamos de citar. En cualquier caso, una vez aceptado 
que la correspondencia entre Arquímedes y Eratóstenes es 
posterior al tratado Sobre conoides y  esferoides, deberíamos 
también datar el Problema de los bueyes, remitido a Eratós
tenes, dentro del último período de producción del siracusa- 
no, ya que parece razonable que las diversas cartas cruzadas 
con Eratóstenes fueran escritas en un período de tiempo no 
demasiado dilatado.

Hemos de decir, por último, que el Stomachion y el Li
bro de los lemas se ocupan de cuestiones que no guardan re
lación con los tratados de los que hasta ahora nos hemos ocu
pado y ese hecho, unido al estado fragmentario en que se nos 
han transmitido y a la ausencia de prefacios o dedicatorias, 
impide todo intento racional de aproximación cronológica.

El cuadro que adjuntamos recoge de modo esquemático 
los pareceres de los autores que hemos venido citando.

Cronología relativa 
según el testimonio 
de Arquímedes

Heath (HGMXÍ22) 
Claggett (DSB) 
Dijksterhuis 
(Archimedes)

Itard (MM 85-87) 
Mugler

Knorr (AHES [1979] 
211-290)

Grupo A
(1) Med. círc.
(2) Arenario

Grupo B
(1) Cuad. paráb.
(2) E s f cil /
(3) Esf. c il II
(4) Espir.
(5) Con. esfer.

(1) Equil. Plan. I
(2) Cuad. paráb.
(3) Equil. Plan. Ií
(4) Método
(5) E s f c i l l  y  II
(6) Espir.
(7) Con. esfer.
(8) Cuerp.ßot. I y II
(9) Med. círc.
(10) Arenario

(1) Equil Plan. I
(2) Cuad. paráb.
(3) Equil. Plan. II
(4) E s f cil. I y  II
(5) Espir.
(6) Con. esfer.
(7) Med. círc.
(8) Arenario
(9) Cuerp.ßot. I y II 
(10 ) Método

Obras tempranas 
Med. círc.
Arenario
Cuad. paráb. 18-24 
Equil Plan. í y  II

Obras de madurez 
Cuad. paráb. 4 -17 
Esf. cil. I y II 
Espir.
Con. esfer.
Cuerp. ßot. I y II 
Método
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Tradición y  originalidad

Se ha afirmado que la historia de la matemática griega 
es un relato que se abre in medias res: sus orígenes nos son 
prehistóricos en el sentido de que carecemos prácticamente 
por completo de testimonios fiables respecto a ellos; su de
sarrollo pertenecería a la protohistoria, ya que la mayor par
te de los datos proceden de fuentes muy posteriores en el 
tiempo, y el periodo histórico se abre, salvando los tratados 
de Autólico de Pitane, con los Elementos de Euclides, en los 
que encontramos ya una organización formal clara y firme
mente establecida. En ese sentido, poco o nada difieren las 
obras de Arquímedes de las de sus predecesores: al igual 
que las de Euclides y Autólico, comienzan con las defini
ciones y los postulados de los que el autor hará uso a lo largo 
de las demostraciones y a continuación figuran las proposi
ciones, ordenadas según las exigencias del método deduc
tivo.

También la forma de las demostraciones estaba ya fija
da, y cuando Proclo, en el siglo v, enumera las seis partes de 
que se compone una demostración geométrica (Commenta
rium in I Euclidis, pág. 203, ed. Friedlein), su descripción se 
ajusta por igual a la forma euclidiana, setecientos años ante
rior a la época de Proclo, y a la de Eutocio, cien años poste
rior al mismo Proclo: el enunciado (protasis), que nos indica 
en qué consisten los datos y qué es lo que se investiga; la 
exposición (ékthesis), en la que se ofrecen los datos concre
tos que se han de usar; el diorismo (diorismós), que, en cier
tos casos, ha de precisar las condiciones en las que el pro
blema es resoluble; la construcción (kataskeue), en la que se 
presentan los datos de modo práctico; la demostración (apó- 
deixis), en la que se expone el razonamiento que conduce a
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la resolución y, por último, la conclusión (sympérasma), que 
vuelve de nuevo al enunciado afirmando que lo demostrado 
concuerda con el punto propuesto a la investigación.

Lo mismo ocurre con los métodos: el de análisis y sínte
sis, el de reducción al absurdo, derivado del anterior, el de 
reducción y el llamado «de exhausción», equivalente geo
métrico — mutatis mutandis— del cálculo infinitesimal, fue
ron las armas racionales de que se sirvieron los matemáticos 
griegos.

Para el análisis y la síntesis contamos como fuente con 
Papo (Synagoge VII págs. 634-36, ed. Hultsch), que explica 
así en qué consisten estos recursos metodológicos:

El análisis es un camino que parte de tomar lo que se 
investiga como cosa aceptada mediante sus consecuencias 
hasta llegar a la síntesis. En el análisis, suponiendo que lo 
investigado ya se ha producido, observamos por qué suce
de y vamos de nuevo a lo que lo precedió hasta que, 
haciendo el camino hacia atrás de esta manera, damos con 
algo de lo ya aceptado o que pertenezca a la clase de los 
principios. Y a este método lo llamamos análisis porque es 
una solución camino atrás. Por la otra parte, en la síntesis, 
partiendo de la marcha atrás, dando por sentado el elemen
to ύΜιηο captado en el análisis, colocando ahora lo que allí 
precedía en su orden natural como consecuencias y com
poniéndolas entre sí llegamos por último a la construcción 
de lo investigado. Y a eso lo llamamos síntesis.

Hay dos clases de análisis: el que investiga la verdad, 
al que llamamos ‘teorético’, y el que pretende llegar a 
hacer lo propuesto, llamado ‘de problemas’. En el tipo teo
rético, suponiendo que lo investigado existe y es verdad, 
avanzamos después hacia algo aceptado mediante las con
secuencias que se siguen de ello como verdaderas y exis
tentes por hipótesis; y si lo aceptado era verdadero, será 
verdadero también lo investigado, pero si nos topamos con
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que hemos dado por aceptado algo falso, lo investigado 
también será falso.

En el análisis de problemas suponemos que el proble
ma planteado es conocido y luego, tomando por verdaderas 
las consecuencias de ello, avanzamos hacia algo aceptado, 
y si lo aceptado es posible y alcanzable, lo que los matemá
ticos llaman un dato, el problema propuesto será resoluble 
y de nuevo la demostración será una marcha atrás del aná
lisis; pero si nos topamos con que hemos aceptado algo 
imposible, el problema también será irresoluble.

Derivado de los recursos de análisis y síntesis utilizaron 
los griegos, y con mucha frecuencia Arquímedes, la reduc
ción al absurdo: tomando como base del análisis que lo que 
se intenta demostrar es falso, se avanza por las consecuen
cias de ese aserto y se llega a un punto en el que se niega 
bien un principio probado, bien uno de los datos admitidos 
como hipótesis, de lo que se deduce que lo que se intenta 
probar ha de ser verdadero.

En tercer lugar, el método de reducción, del que Proclo 
(In I  Euclidis Commentarium, págs. 212-13, ed. Friedlein) 
nos informa en los siguientes términos:

La reducción es la traslación de un problema o teorema 
a otro, conocido o resuelto el cual también el planteado re
sultará manifiesto, como cuando se buscaba la duplicación 
del cubo y trasladaron la investigación a otra cuestión de la 
que ésta se sigue, la de hallar dos medias proporcionales, y 
en adelante buscaron cómo, dadas dos rectas, se hallarían 
dos medias proporcionales entre ellas. Dicen que el prime
ro que aplicó la reducción a las construcciones difíciles fue 
Hipócrates de Quíos, que también cuadró la lúnula y des
cubrió otras muchas cosas en el terreno de la geometría....

La atribución del descubrimiento de este método a Hi
pócrates puede ser o no ser cierta, pero parece razonable
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pensar, puesto que este Hipócrates es un matemático histó
rico sin lugar a dudas, que si no fue el inventor, debió ser 
uno de los primeros en aplicarlo a problemas de especial di
ficultad o interés.

El método de exhausción42, aunque no fue exclusivo de 
Arquímedes ni invención suya, sí recibió del siracusano apor
taciones fundamentales. Para valorarlas adecuadamente, re
cordemos que el primero en sugerir el método de aproxi
maciones sucesivas indefinidas, según las fuentes antiguas, 
había sido Antifonte, sofista contemporáneo de Sócrates, al 
que debemos el más antiguo intento de cuadratura del círcu
lo. Tal y como Antifonte concebía la solución al problema, 
una vez inscrito un triángulo o un cuadrado43 en el círculo, 
resultan unos segmentos circulares formados por cada lado 
del polígono inscrito y el arco correspondiente; si en cada 
segmento se inscribe un triángulo isósceles que tiene por 
base el lado del polígono inscrito primeramente, se obtiene 
un polígono inscrito de número de lados duplicado; pode
mos actuar así de modo sucesivo, y Antifonte pensó que «en 
algún momento se agotaría el círculo, inscribiendo de ese 
modo un polígono cuyos lados, por su pequeñez, coincidi
rían con la circunferencia del círculo. Y dado que podemos 
cuadrar cualquier polígono, estaríamos en posición de cons
truir un cuadrado igual a un círculo44». Que el método idea
do por Antifonte carecía del rigor necesario era cosa sabida

42 El nombre de «exhausción» — que fue utilizado por primera vez por 
el jesuíta G r e g o r y  d e  S a i n t - V i n c e n t  en 1647, en su Opus geometri
cum—  ha sido frecuentemente criticado por inadecuado (cf. espte. D i j k s - 

t e r h u i s , op. cit., pág.130, que considera preferible «paso indirecto al lí
mite») pero es el que se ha impuesto para designar este método de trabajo; 
por esa razón conservamos el término.

43 En esto difieren las dos fuentes que lo transmiten, T e m is t io  (Pará
frasis de Aristóteles) y  S i m p l i c i o  (Comentario a la Física).

44 S i m p l i c i o , Comentario a la Física, págs. 55,4 y  ss., ed. D i e l s .
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en la Antigüedad, pues Aristóteles lo critica en Física I 2, 
185a 14-17: «Pero no procede rechazar todos los argumen
tos, sino sólo los que a partir de los principios se demuestra 
que son falsos, y los que no, no; por ejemplo, es cosa del 
geómetra rechazar la cuadratura mediante segmentos, pero 
la de Antifonte no es cosa del geómetra»45. Otra crítica an
tigua, más precisa, es la que nos transmite Simplicio, citan
do la perdida obra de Eudemo sobre la Historia de la mate
mática: «y es que cortando sucesivamente el plano entre la 
recta y el arco de círculo no lo agotará, ni alcanzará nunca el 
arco de círculo, si es que el plano es divisible indefinida
mente. Y si lo alcanza, no se respeta el principio geométrico 
que dice que las magnitudes son divisibles indefinidamente. 
También Eudemo afirma que Antifonte no respeta ese prin
cipio»46.

Posteriormente Eudoxo —junto con Arquímedes, el más 
notable de los matemáticos griegos—  tomaría estas aproxi
maciones sucesivas indefinidas como fundamento para esta
blecer, ahora sí con rigor matemático, el método de exhaus- 
ción. Las obras de Eudoxo no se nos han conservado, pero 
Euclides nos ofrece ya una formulación rigurosa de este re
curso en Elementos X 1, en donde se demuestra que «Si se 
ponen dos magnitudes desiguales y de la mayor se quita una 
magnitud mayor que su mitad, y de la restante se quita 
una magnitud mayor que su mitad y así sucesivamente, que

45 En general, se admite que la expresión «la cuadratura mediante seg
mentos» se refiere a las lúnulas de Hipócrates de Quíos; la falacia de 
Antifonte, sin embargo, no procede del mal uso de principios geométricos, 
sino del más general de que las magnitudes homogéneas son infinitamente 
divisibles y, por tanto, un segmento curvilíneo, por muy pequeño que sea, 
nunca llegará a coincidir con otro rectilíneo.

46 S i m p l i c i o , Comentario a la Física, pág. 55, 14 y ss., ed. D ie l s .
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dará una magnitud que será menor que la magnitud menor 
dada».

Arquímedes hace referencia a este método en dos oca
siones: una, en el libro I de la Esfera y  el cilindro, en cuyo 
postulado 5 dice: «Y además, en las líneas desiguales y las 
superficies desiguales y los sólidos desiguales el mayor ex
cede al menor en una magnitud tal que, añadida a sí misma, 
es capaz de exceder cualquier magnitud propuesta de las 
que llamamos comparables». La otra, en la carta que prece
de a Cuadratura de la parábola (II 264, 5-26), en donde, 
tras formularlo prácticamente en los mismos términos, afirma:

También los geómetras anteriores utilizaron este lema, 
y demostraron que los círculos guardan entre sí una razón 
que es el cuadrado de la de sus diámetros y que las esferas 
guardan entre sí una razón que es el cubo de la de sus diá
metros, y también que toda pirámide es la tercera parte del 
prisma que tiene la misma base que la pirámide e igual al
tura. Y que todo cono es la tercera parte del cilindro que 
tiene la misma base que el cilindro e igual altura lo demos
traron admitiendo un lema semejante al mencionado {scil., 
el principio de la exhausción). Y ocurre que se da crédito a 
cada uno de los teoremas antedichos no menos que a los 
que se demuestran sin este lema. Basta, pues, con que 
los que publico sean llevados a un grado de credibilidad 
semejante».

Las demostraciones de los cuatro teoremas mencionados 
por Arquímedes en ese pasaje se nos han conservado en los 
Elementos de Euclides —respectivamente en XII 2, XII 18, 
Porisma de XII 7 y XII 10—, pero sólo X II2 y XII 10 recu
rren al método de exhausción. Por otro lado, la formulación 
que hace Arquímedes del lema que lleva su nombre está 
emparentada con la definición de «magnitudes que guardan 
razón» que figura en Elementos V 4: «Se dice que guar
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dan razón entre sí las magnitudes que al multiplicarse pue
den exceder una a otra», definición que suele atribuirse a 
Eudoxo, junto con el resto de la teoría de razones y propor
ciones del libro V de los Elementos. Si a ello unimos que 
Arquímedes en la carta que precede al Método (II 430, 2-6) 
atribuye expresamente a Eudoxo las demostraciones de que 
el cono y la pirámide son la tercera parte, respectivamente, 
del cilindro y el prisma que tienen su misma base y altura y 
dado que ésas son, precisamente las proposiciones en las 
que Euclides lleva a cabo la demostración sin recurrir a la 
exhausción, cabe concluir que el uso de este lema por Ar
químedes tiene su origen en los trabajos de Eudoxo.

La originalidad de Arquímedes al emplear el método de 
exhausción consiste en que además de inscribir un polígono 
e ir duplicando el número de sus lados, también circunscribe 
otro cuyo número de lados también duplica, aproximándose 
así doblemente a la figura curvilínea de la que se ocupa has
ta conseguir que el exceso en que la figura circunscrita ex
cede a la inscrita sea menor que cualquier magnitud dada, es 
decir, transformando la «exhausción» en «compresión». Aun 
así, las expresiones empleadas por Arquímedes («se da cré
dito a cada uno de los teoremas antedichos no menos que 
a los que se demuestran sin este lema. Basta, pues, con que 
los que publico sean llevados a un grado de credibilidad se
mejante») nos hacen ver que el valor probatorio de este mé
todo seguía pareciendo insuficiente a los matemáticos grie
gos; Heath observa, en apoyo de esta observación filológica, 
que las aproximaciones conseguidas mediante la exhausción 
van siempre seguidas de la demostración por reducción al 
absurdo, pero esta opinión no es compartida por todos los 
expertos.

Arquímedes emplea la exhausción en Cuadratura de la 
parábola 18-24 (propiedades de las rectas trazadas en la pa



INTRODUCCIÓN GENERAL 41

rábola y área del segmento parabólico) y el método de com
presión en la Medida del círculo 1 (medida del círculo), Co
noides y  esferoides 22, 26, 28 y 30 (volumen de los segmen
tos de paraboloide, hiperboloide y de determinados segmentos 
de elipsoide), Espirales 24 y 25 (áreas comprendidas, res
pectivamente, por la primera revolución de la espiral y la 
primera recta origen de la revolución —24— y por la se
gunda revolución de la espiral y la segunda recta origen de 
la revolución —25—), Cuadratura de la parábola 16 (área 
del segmento parabólico), Método 15 (volumen de la uña ci
lindrica), Sobre la esfera y  el cilindro, I 13, 14, 33, 34, 42 y 
44 (superficie lateral del cilindro, superficie lateral del cono, 
superficie de la esfera, volumen de la esfera en relación con 
el cono inscrito en el hemisferio, superficie del casquete es
férico, volumen del sector esférico).

Otro método más que emplearon los matemáticos grie
gos son las construcciones de neúsis, término que se podría 
traducir por «inclinación» o «tendencia»47, y que consiste 
en trazar entre dos líneas un segmento de longitud dada — en 
general no de modo absoluto, sino en proporción con otro 
segmento conocido—  de modo que pase por un punto dado. 
La construcción puede resolverse mediante una «cuenta de 
la vieja» geométrica marcando en una regla la longitud re
querida y desplazando la regla hasta que los extremos del 
segmento marcado coincidan con las líneas previamente de
signadas. El recurso indicado debió de utilizarse con relativa 
frecuencia — desde luego, entre las soluciones que Eutocio 
nos transmite para el problema de la duplicación del cubo, 
casi la mitad se basan en estas construcciones— , y sabemos 
que entre las obras de Apolonio de Perga se contaba preci-

47 Normalmente se ha vertido al latín por inclinatio, al inglés por ver
ging o insertion, al alemán por Einschiebung.
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sámente una con el título Neúseis, dedicada a las construc
ciones de ese tipo que pueden resolverse como problemas 
planos; aunque otras han de resolverse como problemas só
lidos o lineales48.

Arquímedes hace uso de las neúseis en diversos pasajes, 
especialmente en el tratado Sobre las líneas espirales (Prop. 
5, 6, 7, 8 y 949). Concretamente en Espirales 5, es posible la 
construcción del segmento requerido mediante regla y com
pás, y el hecho de que Arquímedes emplee sin empacho este 
recurso metodológico ha llevado a pensar a algunos, entre 
los cuales se cuenta Dijksterhuis50, que no es admisible el 
punto de vista de que la neúsis no era más que un sustituto 
para llevar a cabo la construcción en problemas en los que 
la solución mediante regla y compás no era posible.

En cuanto al estilo de Arquímedes, no cabe comentario 
literario de ninguna especie: quienes ya se hayan acercado a 
los textos euclídeos hallarán aquí reproducidos los rasgos de 
simplicidad, claridad, rigor y concisión que se encuentran 
allí. Estos rasgos son característicos de todos los textos grie
gos matemáticos de relevancia y, por tanto, no pueden ser 
considerados personales si comparamos los escritos de Ar-

48 Los matemáticos griegos llamaban problemas planos a los que pue
den resolverse mediante regla y compás, sólidos a los que se sirven de las 
secciones cónicas para su resolución y lineales a los que requieren el uso 
de curvas más complejas que las cónicas, del tipo de la cuadratriz, la espi
ral o la concoide. Entre los problemas que los griegos dieron por resueltos 
mediante neúseis «no-planas» se encuentran, por ejemplo, dos de los pro
blemas clásicos de la matemática griega: el de hallar dos medias propor
cionales entre dos magnitudes dadas — es decir, el de la duplicación del 
cubo—  y el de la trisección del ángulo (para este último contamos con la 
solución de neúsis propuesta por Arquímedes en el Libro de los lemas 8).

49 Heath comenta estas proposiciones ampliamente en The Worte o f  
Archimedes, págs. c-cxxii.

50 Op. cit., pág. 139.
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químedes con los de Euclides o Apolonio, pero los hallamos 
en grado elevadísimo si los comparamos con el estilo de Eu
tocio, con los Problemas aristotélicos de carácter matemáti
co o, simplemente, con la falta de brillantez y la abundancia 
de repeticiones y menudencias innecesarias de muchos de 
los pasajes secluidos por Heiberg.

Cuestiones terminológicas

El hecho de que la terminología matemática griega fuera 
fundamentalmente geométrica, mientras que la actual está 
impregnada de nociones algebraicas, supone cierta dificul
tad para quienes se acercan a cualquier texto de la matemá
tica griega antigua. Tan evidente es el hecho, que la mayor 
parte de los traductores y tratadistas incluyen en sus intro
ducciones un apartado destinado, en parte, a clarificar los 
nombres de los objetos matemáticos pero también, en parte, 
a facilitar al lector un medio de familiarizarse con las opera
ciones más frecuentes a lo largo de las demostraciones.

Ahora bien, si los conceptos se han hecho clásicos y las 
deducciones se basan en axiomas, postulados y teoremas que 
Euclides —en traducciones, adaptaciones, resúmenes y an
tologías— ha dado a conocer a toda Europa a lo largo de si
glos, el razonamiento, que se atiene a la misma lógica, es, 
sin embargo, un razonamiento geométrico, no algebraico. Al
gunos traductores ya clásicos de Arquímedes, como Heath y 
Dijlcsterhuis, tomaron directamente el camino de verter no 
sólo el texto griego a sus propias lenguas, sino también 
transformar los cuadrados en potencias y los rectángulos en 
productos y dejar innominadas las operaciones realizadas 
con proporciones, reflejándolas mediante la simbología pro
pia de nuestro tiempo; algo semejante hizo Heiberg en su 
traducción latina. Otros, sin embargo, como Ver Eecke o
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Mugler y, más recientemente, Netz, han preferido respetar 
también en ese aspecto los originales y han procurado refle
jar en lo posible el mundo mental geométrico característico 
de la matemática griega. También nosotros hemos optado 
por esta segunda posibilidad con lo que tenga de ventajoso o 
de su contrario. En cualquier caso, una obra del carácter de 
la presente no requiere una exposición exhaustiva de la ter
minología ni un análisis sistemático de los métodos heurísti
cos o probatorios, pero sí una presentación. Para desarrollos 
más amplios, el lector interesado puede recurrir a consultar 
los trabajos de Heath (The Works o f  Archimedes), I. Thomas 
(Greek Mathematical Works), los apartados correspondien
tes de la obra de Dijksterhuis (Archimedes) o, para cuestio
nes concretas, recurrir al Dictionnaire de la terminologie 
géométrique des grecs de Mugler. Los casos más sencillos 
pueden elucidarse mediante los bien conocidos diccionarios 
de Bailly o de Liddell-Scott-Jones. En español se puede re
currir a los volúmenes publicados (α-έκπελεκάω) del Dic
cionario Griego-Español de Francisco R. Adrados y a la tra
ducción de los Elementos de Euclides realizada por M.a L. 
Puertas para esta misma colección (B. C. G. 155, 191 y 228).

El punto (sëmeîon) se designa mediante una letra: «el 
punto Δ»; la línea (grammë) que a veces designa también a 
la recta (eutheía) en pasajes en los que el contexto evita la 
ambigüedad, suele designarse mencionando los dos puntos 
que tiene como extremos: «la recta ΑΘ» o simplemente, 
«ΑΘ» en contextos suficientemente claros; a veces, para una 
recta dada en la construcción, se nombra la recta con una sola 
letra. Las rectas pueden trazarse (ágomai, keímai) prolon
garse (ekbállo) o trazarse uniendo dos puntos ya determi
nados (epizeúgnymi). Para expresar que una recta corta a 
otra se usan los verbos symbällö o témnô, pero no existe un 
adjetivo o sustantivo que signifique «secante» (tampoco pa
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ra la secante de un círculo), sino que se emplea el participio 
sustantivado de témnó.

Para designar de modo preciso un plano (epípedon) con
creto suele hacerse referencia a una recta o un círculo por 
los que pasa y otra recta a la que es perpendicular o parale
lo: «el plano que pasa por ΚΛ, perpendicular a AB». Éstos, y 
la mayor parte de los que mencionaremos a continuación, 
son elementos geométricos que tienen sus nombres bien tes
timoniados con valor terminológico desde los tratados más 
antiguos que se nos han conservado. Como el ángulo (gö- 
nía), que se precisa bien dando a conocer su vértice («el án
gulo en K ») cuando los lados de dicho ángulo son inequívo
cos, bien mediante tres letras que designan los extremos de 
las dos rectas que lo componen («el ángulo correspondiente 
a ΒΑΓ»; la letra central designa el vértice). Una particulari
dad digna de mención es que la recta no es nunca un objeto 
geométrico infinito ni ilimitado, sino que tiene puntos de
terminados como extremos; es decir, que su uso coincide 
más bien con el que actualmente damos al término «seg
mento»; no obstante lo dicho, hemos conservado el término 
«recta» primero, porque ése es exactamente el concepto 
de «recta» en la matemática griega desde Euclides y, segun
do, porque también hay segmentos circulares, esféricos, pa
rabólicos y de otros tipos de los que Arquímedes se ocupa 
abundantemente, y el uso de «segmento» para designar to
dos esos elementos geométricos en la traducción de esas 
partes del texto hubiera conducido bien a una verbosidad 
agotadora, bien a una indeseada ausencia de claridad.

También tienen nombre la figura (schéma), el polígono 
(polygônos), su lado (pleurá), el área (chdríon), la figura só
lida (stereón). El nombre de la superficie (epipháneia), sin 
embargo, se utiliza para referirse a la superficie de un sóli
do, pero no puede ser nunca, como en español, sinónimo de
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«área». El cuadrado (te tm g ö n o n )  se designa haciendo refe
rencia al lado («el cuadrado de lado ΚΔ») y el rectángulo 
(o r th o g én io n )  —designado mediante un adjetivo, como en 
español— puede ser precisado bien refiriéndose a su diago
nal —de manera que «el rectángulo α δ »  se refiere al «rec
tángulo de diagonal ΑΔ»— , bien mencionando dos de sus 
lados mediante tres o cuatro letras: «el rectángulo α δ ε » , «el 
rectángulo αδ, δ ε» ; en general, se omiten los nombres y se 
emplean expresiones preposicionales sustantivadas del tipo 
to  αρό KA para el cuadrado, to  h ypo  α δ ε  para el rectángulo, 
que traducimos como acabamos de indicar. Los cuadrados 
(igual que los rectángulos, segmentos de recta, los círculos o 
sus segmentos, etc.) pueden sumarse —como tales figuras 
en sí, reuniéndolas cuando no se solapan, aunque no numé
ricamente— , pero no hay una palabra que designe la su
ma, sino que se emplea una expresión adverbializada, he sy -  
n am ph ó teros, refiriéndose a rectas, to  syn am ph ó teron , para 
referirse a la suma de espacios planos, o là  syn a m p h ó tera , 
para referirse a la suma de magnitudes, seguida de los nom
bres de las rectas, figuras o magnitudes en general que han 
de ser tomadas en conjunto como una sola; así, h ë syn a m -  
p h ó te r o s  e a , ΛΖ (abreviado a veces en f a z )  significa «la su
ma de las rectas EA, a z » ;  más simplemente, la suma puede 
indicarse utilizando la preposición sÿn  («con») para unir los 
nombres de los dos planos o sólidos que han de tomarse 
unidos o con el indefinido p á n te s  («todos») o, llegando al 
extremo, mediante la enumeración de los elementos que han 
de tomarse sumados.

El círculo (kyk los) se designa mediante las dos letras co
rrespondientes a los extremos de su diámetro («el círculo 
β δ»); la circunferencia (p e r ip h ére ia  toû  kyklou) y  el arco de 
circunferencia (p er ip h ére ia )  reciben un nombre único que 
en general, se distingue mediante el contexto. El radio, aun
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que no tiene nombre en sentido estricto, se designa casi siem
pre como hë apo toû kéntrou. Para la tangente se emplean 
los participios sustantivados hè haptoménë, hé epipsáuousa.

Las secciones cónicas recibieron los nombres de élleip- 
sis, parabole, hyperbole, de los que derivan los términos ac
tuales, a partir de los trabajos de Apolonio de Perga, pero en 
Arquímedes se designan aún como «he oxygóníou (ortho- 
göniou, amblygönlou) konou tome»: «la sección de un cono 
acutángulo (rectángulo, obtusángulo)» o, para los tratados 
que se nos han conservado en el dialecto dórico de Arquí
medes «ha ... tomó». No creo que represente ninguna trai
ción al texto de Arquímedes el verter estas expresiones — las 
más habituales en su tiempo—  por los términos elipse, pa
rábola, hipérbola —los más habituales en el nuestro—, y sí 
pienso que evitan numerosas perífrasis que sólo podrían re
dundar en una mayor oscuridad de los textos. El eje focal de 
la parábola carece de nombre y no se utiliza el concepto, en 
el sentido de que no hace referencia expresa a su carácter de 
eje de simetría: lo más próximo es el concepto de diámetro 
«diámetros», que se define —bien es verdad que en lugar 
anómalo, una proposición, en lugar de figurar al principio 
del tratado— en Con. Esf. 3, 246, 16-18: «Llamo diámetro 
en todo segmento (scil., de sección cónica) a la recta que 
corta por la mitad todas las rectas trazadas paralelas a su ba
se»; por extensión, como decimos, puede usarse también 
para referirse al diámetro concreto que actúa como eje de 
simetría. Tampoco tiene nombre la directriz ni se usa ese 
concepto; en cuanto al parámetro de la parábola, lo mencio
na siempre con la perífrasis descriptiva p a r’han dynantai 
hai apo tâs tomás («(la recta) a la que aplicando las trazadas 
desde la sección (cónica) equivalen al cuadrado»), pero el 
manejo que hace de esa expresión deja claro que el concepto 
le es bien conocido, probablemente gracias a los perdidos
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para nosotros Elementos de las Cónicas de Euclides o a los 
también perdidos trabajos de Menecmo sobre el mismo te
ma. Lo mismo sucede con la ecuación fundamental de la pa
rábola, que le es bien conocida a juzgar por la frecuencia 
con que la emplea en sus razonamientos; para la hipérbola 
no considera más que una rama, en la que reconoce la exis
tencia de diámetros — en el mismo sentido que en el caso de 
la parábola—; las asíntotas reciben el nombre de hai éngista 
eutheíai («las rectas (que llegan) cerquisima»).

En cuanto a los sólidos originados en las secciones cóni
cas, Arquímedes les dedica el tratado Sobre conoides y  esfe
roides, y explica su terminología en la carta dedicatoria, en 
lo que podemos resumir diciendo que llama (sphairoeidés) 
al sólido generado por la elipse —dentro de los elipsoides 
distingue entre el «alargado» (paramâkes) y el «achatado» 
(epiplatés), dependiendo de la posición vertical u horizontal 
del eje mayor— y conoides (kônoeidés) a los generados por 
la parábola y la hipérbola. Distingue entre éstos últimos lla
mando orthogonion kônoeidés al paraboloide de revolución 
y amblygonion kônoeidés al hiperboloide de revolución. 
También para estos sólidos optamos por usar los nombres 
actuales por las razones ya expuestas. Sólo en el título de la 
obra, por respeto a la tradición, y en algún caso inequívoco 
en que Arquímedes usa «conoides» para designar simultá
neamente al paraboloide y al hiperboloide de revolución he
mos mantenido esos vocablos, aun sabiendo que el signifi
cado que atribuye el DRAE a ambos términos difiere del 
sentido dado por Arquímedes. El diámetro de la parábola, la 
hipérbola o la elipse sobre el que gira la curva para generar 
los sólidos de revolución recibe el nombre de άχδη, eje51.

51 Ya hemos indicado que la terminología empleada por Arquímedes 
no coincide con la posterior ni con la nuestra. En español, llamamos «diá
metro» en estas curvas a las «rectas que dividen por la mitad a una deter-
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En el caso del hiperboloide se considera también el cono 
comprendido por las asíntotas, al que se da el nombre de «el 
que contiene al hiperboloide», «ho periéchon tö kônoeidés», 
y en ese cono, la recta que va del vértice de la hipérbola ge
neradora del hiperboloide hasta el punto de corte de sus 
asíntotas52 recibe el nombre de hë potéousa tói áxoni («la 
añadida al eje»).

El cilindro, el cono, la esfera (kylindros, Iconos, sphaíra) 
pueden designarse de modos diversos: mediante una sola le
tra («el cono A»), pero también haciendo referencia a su ba
se (básis) «el cono con base en ΒΔ», o añadiendo el dato de 
su altura (άχδη) para distinguirlo de otra figura del mismo 
tipo y con la misma base. Los nombres del sector —circular 
o esférico— (tomeús) y del segmento —circular o esféri
co— (tméma) en el sentido, este último, de parte de una fi
gura cortada por rectas o por superficies pertenecen a la 
terminología usual y no presentan especiales particularida
des, salvo, quizá, que el castellano prefiere «casquete» para 
referirse al segmento esférico.

En cuanto a los numerales, la inexistencia en Grecia de 
signos de valor unívoco para designar los números se sol
ventó utilizando a tal fin las letras bajo un trazo horizontal

minada familia de cuerdas»; en la elipse, dos de esos diámetros, el mayor 
y el menor, reciben los nombres de «ejes»; en la parábola y la hipérbola, 
uno de los diámetros — el que es eje de simetría—, recibe el nombre de 
«eje». Mantener en la traducción la transcripción del término usado por 
Arquímedes hubiera sido fuente de malas interpretaciones, por lo cual he 
preferido aquí, como en otros casos semejantes, emplear la terminología 
habitual entre nosotros, la acuñada por Apolonio de Perga.

52 En el caso de la hipérbola tal y como la plantea Apolonio, esa recta 
sería el semieje: renuncio a tal traducción porque Arquímedes emplea el 
término para referirse a elementos del hiperboloide, no de la hipérbola, y 
porque supone la consideración de la hipérbola de doble rama, lo que no 
entra en el pensamiento arquimedeo.
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y ésa es la forma bajo la cual los encontramos en los manus
critos de Arquímedes. Como es sabido, no había signo para 
el cero ni concepto de decimales; en su lugar se empleaban 
las fracciones, preferentemente bajo la forma 1/x, que se re
presentaban mediante la letra correspondiente al denomina
dor seguida de tilde en el ángulo superior derecho53. La no
tación era sólo parcialmente posicional y las operaciones 
aritméticas eran tan engorrosas como uno puede imaginar: 
los ejemplos pueden verse en el Comentario de Eutocio a la 
prop. 3 de la Medida del círculo. El cálculo aritmético, en 
todo caso, estaba vetado en los desarrollos geométricos —suele 
subrayarse este punto recordando que en los Elementos de 
Euclides no hay más números que los que indican el orden 
de las proposiciones— y Arquímedes actúa del mismo mo
do. Sólo se hace un uso amplio de los números propiamente 
dichos en las Proposiciones 2 y 3 de la Medida del círculo, 
al efecto de calcular la aproximación al valor de π, y en el 
Arenario. Hemos vertido los numerales por los guarismos 
correspondientes, y los interesados en la cuestión pueden 
recurrir a una buena gramática para lo fundamental o, para 
tratamientos más en detalle, a las exposiciones de Heath o 
Loria o al Oxford Classical Dictionary (art. «numbers», con 
bibliografía).

La teoría de proporciones

Pero si no usaban los números y no había un método al
gebraico, ¿cómo comparaban las áreas o volúmenes que es
tudiaban? La respuesta a esta dificultad viene dada por el 
uso de las proporciones. La teoría de proporciones que en

53 Ej.: δ' = 1/4; ιε' = 1/15.
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contramos expuesta en el Libro V de los Elementos54 y cuya 
creación suele atribuirse a Eudoxo fue un arma potentísima 
para el desarrollo de la geometría griega. Arquímedes hace 
uso de ella casi constantemente y con tal flexibilidad que no 
escasa parte del Comentario de Eutocio está dedicado a de
tallar los pasos de las operaciones realizadas con las propor
ciones, de manera que también en esto es necesario hacer 
una presentación previa, y ninguna mejor que las referencias 
precisas que se nos ofrecen en el Libro V de los Elementos 
de Euclides. Allí, tras definir la razón (logos) como «cierta 
relación en cuanto al tamaño de magnitudes homogéneas» 
(Elem. V, def. 3) y la proporción afirmando que «Se dice 
que están en proporción (análogon) las magnitudes que to
madas de dos en dos guardan la misma razón» (Elem. V, 
def. 5), se demuestra cuáles son las principales propiedades 
de las proporciones, que enumeramos a continuación.

Decimos que una proporción se toma en alternancia 
(enalláx) cuando tomamos la razón del antecedente al ante
cedente y del consecuente al consecuente (Def. 12). La pro
piedad fundamental de esta operación consiste en que la 
proporcionalidad se mantiene (Prop. 16). Es decir, que si 
a:b :: c:d, tomando la proporción en alternancia tendremos 
que a:c :: b:d.

Una razón se invierte o se toma invertida (anápalin) 
cuando tomamos el antecedente como consecuente y el con
secuente como antecedente (Def. 13); y las magnitudes que

54 Citaremos con frecuencia los Elementos de E u c l i d e s  a lo largo tan
to de esta Introducción como en las notas. En general, la traducción de los 
pasajes que cito —tanto de Euclides como de las demás fuentes que men
ciono en esta Introducción— es obra mía, pero para Euclides el lector inte
resado puede recurrir a la traducción de M.a L. P u e r t a s  (primera versión 
española completa) publicada en esta misma colección (B. C. G., vols. 
155, 191 y 228.
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son proporcionales conservan la proporcionalidad cuando se 
toma la proporción invertida (Prop. 7, corol.). Si tenemos 
a:b :: c:d, por inversión b:a :: d:c.

La composición (synthesis) de una razón consiste en to
mar la suma del antecedente más el consecuente como una 
sola magnitud respecto al consecuente (Def. 14) y la des
composición (diaíresis) consiste en tomar la diferencia del 
antecedente menos el consecuente en relación con el conse
cuente (Def. 15). Es decir, que si tenemos una razón a:b, la 
composición de la misma sería a+b:b, y la descomposición 
de esa misma razón sería a-b:b. Cuando determinadas mag
nitudes son proporcionales en composición, lo son también 
al descomponerlas (Prop. 17) y, viceversa, si determinadas 
magnitudes son proporcionales descompuestas, también lo 
serán por composición (Prop. 18): si a+b:b :: c+d:d, enton
ces a:b :: c:d y viceversa.

La conversión (anastrophe) de una razón consiste en 
tomar el antecedente en relación a la diferencia del antece
dente menos el consecuente; y si determinadas magnitudes 
son proporcionales en composición, también tras la conver
sión serán proporcionales (Prop. 19, corol.): si a:b, la con
versión de esa razón nos daría otra razón a:a-b. Y si a+b:b 
:: c+d:d, por conversión tendremos que a+b:a :: c+d:c.

La razón ex aequali (di’ísou) la define Euclides (Def. 
17) diciendo que si hay una serie de magnitudes y otra serie 
en igual número que las primeras, tomadas de dos en dos 
y en la misma razón, se produce una proporción ex aequali 
cuando en la primera serie la primera es a la última como en 
la segunda serie la primera a la última. Dicho de otra mane
ra, también recogida por Euclides, consiste en tomar los ex
tremos con omisión de los medios. Es decir, que si teniendo 
dos series de magnitudes, ambas con igual número de ele
mentos a, b, c, d, e, f... j, k  y A, B, C, D, E, F... J, K, y se
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cumple que a:b :: A:B, b:c :: B:C, c:d :: C:D... j:k  :: J:K, 
entonces, a:k :: A:K. Esta definición, que se aplica en las 
proposiciones 20 y 21 referida a la proporción alterada — de 
la que hablaremos a continuación— es al mismo tiempo el 
enunciado de una propiedad que, necesariamente, hay que 
demostrar (Prop. 22).

La proporción alterada (tetaragménë55)  se produce cuan
do entre tres magnitudes y otras tantas en el mismo número 
que ellas se da que el antecedente es al consecuente entre las 
primeras como el consecuente al antecedente en las segun
das, y que el antecedente es a otra magnitud en las primeras 
como otra magnitud al consecuente en las últimas (Def. 18). 
Si tenemos a, b, c y A, B, C, y se da que a:b :: B:C y b:c :: 
A:B, las dos series de magnitudes están en proporción alte
rada.

Cuando tres magnitudes están en proporción continua 
(syneches analogía), es decir, que a:b :: b:c, se dice que la 
segunda magnitud es media proporcional de las otras dos; la 
propiedad fundamental de esta clase de proporciones consis
te en que la primera magnitud guarda con la tercera una ra
zón que es la del cuadrado de la primera con el cuadrado de 
la segunda (diplasíón logos) (Def. 9); es decir, que si a:b :: 
b:c, entonces a:c :: a2:b2. Asimismo, cuando cuatro magni
tudes están en proporción continua, a:b :: b:c :: c:d, la pri
mera guarda con la cuarta una razón que igual a la del cubo 
de la primera con la del cubo de la segunda, es decir, que 
a:d :: a :b3 (triplasíón logos).

Una operación más que Arquímedes emplea frecuente
mente en sus razonamientos es la composición de razones

55 Así denominada por Euclides; Arquímedes prefiere la expresión 
anomows tetagménon tön logon.



54 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

(synkeímenos logos); su equivalente algebraico es el pro
ducto de razones.

La tradición manuscrita: el texto y  las ilustraciones

La historia de la transmisión de los textos griegos está 
plagada de pérdidas, desapariciones, reapariciones y reco
nocimientos, y tiene un punto de peripecia que recuerda la 
trama de las novelas helenísticas. El caso de Arquímedes no 
es excepción. El grueso de la investigación sobre este tema 
fue llevado a cabo por Heiberg56, y su trabajo ha sido la 
principal fuente de datos para los tratadistas posteriores co
mo lo es en buena medida para nosotros, ya que nadie más 
ha emprendido hasta ahora un estudio tan profundo y rigu
roso de la tradición manuscrita de las obras de Arquímedes 
con la salvedad, en todo caso, de los estudios de M. Clagett 
sobre el Arquímedes latino57 y la nueva edición — en prepa
ración— del palimpsesto de Jerusalén.

Los hechos acontecidos durante el período oscuro de la 
transmisión —desde el momento en que Arquímedes com
puso y publicó los tratados hasta la fecha del Comentario de 
Eutocio, a principios del siglo vi— podemos reconstruirlos 
sólo mediante hipótesis y vendrían a indicamos, en resu
men, que las obras debieron de difundirse separadamente 
—es decir, sin formar un corpus— y con diversa fortuna se
gún el interés que cada una suscitó: fue probablemente en 
este período cuando se produjo la pérdida del escrito sobre 
los poliedros semirregulares mencionado por Papo y, tam
bién probablemente, la de la selección de las proposiciones

56 Puede consultarse en los Prolegomena de su edición (vol. III, págs. 
III-XCVIII).

57 Especialmente Archimedes in the Middle Ages. I: The arabo-latin 
tradition, Madison, 1964.
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que se nos conservan del tratado de la Medida del círculo, 
tratado que Eutocio conoció en la misma forma incompleta 
que nosotros.

Las copias de los trabajos de Arquímedes no debían de 
ser moneda corriente, según nos lo indican varios datos: 
uno, que Diocles, al que se data en torno a 190-180 a. C., ya 
no llega a encontrar la prueba que Arquímedes afirma haber 
redactado en un lema a Sobre la esfera y  el cilindro II 4, y 
por ello lleva a cabo su propio intento de demostración; el 
segundo, que cuando Eutocio, en el siglo vi d. C., se propo
ne elaborar su Comentario ya no pudo encontrar ejemplares 
ni siquiera de todas las obras significativas: la Cuadratura 
de la parábola la conoce nada más de título, las Espirales 
sólo por una referencia imprecisa, y para encontrar el lema 
que acabamos de mencionar a Sobre la esfera y  el cilindro 
II 4 tiene que andar rebuscando entre libros antiguos medio 
borrosos; además, los árabes, que conocieron y utilizaron 
ampliamente las obras de Arquímedes, no llegaron nunca a 
disponer de ningún manuscrito tan completo como los que 
nos han llegado por la tradición griega.

En la época de Eutocio y tal vez por obra del mismo cír
culo en que éste se movía pudo ser cuando los tratados de 
más éxito —Sobre la esfera y  el cilindro, la Medida del cír
culo y el Equilibrio de las figuras planas— se virtieron de 
su dialecto dorio original a la koine diálektos, el «dialecto 
común» utilizado habitualmente en la expresión literaria. 
Así lo suponen expertos como Heath y Bulmer-Thomas5S, y 
el hecho de que los tratados «traducidos» sean precisamente 
los que Eutocio comentó obra como argumento a favor de 
esta suposición. Las indicaciones de copista, que figuran res-

58 Respectivamente en A history o f Greek Mathematics (vol. II, pág. 
25) y en el art. «Eutocius» (en Ch. C. G i l l i s p i e , Dictionnary o f Scientific 
Biography, Nueva York, 1970).
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pectivamente al final del Comentario de Eutocio al libro I 
de la Esfera y  el cilindro, al final de su Comentario al libro 
II de la misma obra y al final del Comentario a la Medida 
del círculo aseguran que la edición de esos trabajos fue revi
sada por Isidoro de Mileto, lo que algunos han tomado por 
indicio de que Isidoro de Mileto debió de ser el impulsor, si 
no el autor, de una recopilación de las más antiguas —si no 
la primera— de las obras de Arquímedes; bien pudo ser así, 
como empuja a pensarlo el hecho de que se sumen las evi
dencias de interés por las obras de Arquímedes, pero la ver
dad es que no hay pruebas suficiente para afirmarlo sin lugar 
a dudas. En todo casó, si tal edición se llevó a cabo, hemos 
de pensar que era menos completa que la que nos ha llega
do, y que en esa edición debían de faltar, al menos, los tra
tados sobre Espirales y Cuadratura de la parábola que Eu
tocio hace ver que no conoció.

Aunque la evidencia sea insuficiente para admitir la con
fección de una recopilación de las obras de Arquímedes, si 
reunimos los datos dispersos con que contamos para ese pe
ríodo —la primera mitad del siglo vi— sí parece que por en
tonces un grupo de matemáticos e ingenieros, próximos a 
los arquitectos de Santa Sofía de Constantinopla, se intere
saron de modo muy especial en las obras de Arquímedes. El 
interés por ellas se pone de manifiesto por la propia redac
ción del Comentario de Eutocio y por el hecho de que An
temio de Traies incluyera el estudio sobre los espejos usto
rios en su obra Perl paradoxen mëchanëmâtôn (= Sobre 
artilugios extraordinarios). Las relaciones entre estos per
sonajes se deducen del hecho de que Eutocio hiciera a An
temio receptor de la dedicatoria de su Comentario a las Có
nicas de Apolonio, y de que se atribuya a Isidoro de Mileto 
la edición de los Comentarios de Eutocio a los libros Sobre 
la esfera y  el cilindro y a la Medida del círculo. Las mismas
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glosas que atribuyen a Isidoro de Mileto esa edición indican 
que la copia del manuscrito la llevó a cabo un discípulo de 
Isidoro, al que llama «nuestro maestro».

El «período oscuro» llegaría a su fin en el siglo ix. Es la 
época de Focio y de la transliteración, los tiempos en que 
los antiguos manuscritos en forma de volumen y escritos en 
uncial —la letra mayúscula utilizada desde el siglo iv a. C. 
tanto en epígrafes como sobre papiro o pergamino— fueron 
copiados de nuevo, pero ahora en cursiva minúscula y en 
forma de libro. En el año 863 el emperador Bardas refundo 
la escuela imperial de Constantinopla y encargó la dirección 
de la misma a León el Filósofo59. Una dedicatoria de ma
nuscrito en un colofón de copista al final de la Cuadratura 
de la parábola60 hace pensar en algún género de participa
ción de este personaje en la elaboración del mismo: «Feliz 
seas, León Geómetra: que vivas muchos años, muy amado 
de las Musas»; de ahí que se le atribuya la preparación o, al 
menos, el impulso de la «edición» modelo de las obras de 
Arquímedes. Los manuscritos así confeccionados debían 
de ser más completos que los conocidos y preparados en el 
siglo vi, como se deduce del hecho de que el mencionado 
colofón se encuentre al final de la Cuadratura de la parábo
la, que Eutocio no conocía.

Aunque los manuscritos que resultaron de esos trabajos 
filológicos no han llegado, en sentido estricto, hasta nuestro 
tiempo, son el origen de la tradición manuscrita en que se 
basan las ediciones actuales. Circularon al menos tres mode
los diferentes de esas supuestas ediciones, tres tipos de ma

59 Eradito del primer renacimiento bizantino (790-869), buen conoce
dor de la cultura griega, especialmente de la ciencia y  las matemáticas, y  

maestro de Cirilo, apóstol de los eslavos.
60 Conservada sólo en el ms. D y  recogida por H e i b e r g  en el aparato 

crítico (I I315).
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nuscritos, de los cuales el primero y más famoso es sin du
da el palimpsesto de Jerusalén dado a conocer por Heiberg 
en 190661. El manuscrito, que aparentemente conservaba 
textos religiosos —en concreto un eucologio—, presentaba 
muestras de haber contenido en fecha más antigua otro tex
to, de carácter matemático, que había sido borrado para re- 
utilizar el pergamino que servía como soporte escriptorio. 
Heiberg comprobó que la escritura primera (minúscula del 
siglo x) correspondía a obras de Arquímedes. Allí, junto con 
obras conocidas por otros manuscritos —Equilibrio de las 
figuras planas II, Sobre las espirales, Sobre la esfera y  el 
cilindro, Medida del círculo— , estaban los dos libros Sobre 
los cuerpos flotantes, el Método y un fragmento del Stoma- 
chion, para cuyo texto griego es fuente única.

El manuscrito, tras desaparecer en la Primera Guerra 
Mundial, reapareció en una colección privada francesa. Los 
nuevos propietarios intentaron venderlo a la Bibliothèque 
Nationale de París y a la British Library londinense sin lle
gar finalmente a ningún acuerdo, tras lo cual, en 1998, salió 
a subasta en Nueva York en la casa Christie’s al atractivo 
precio de dos millones de dólares. Adquirido entonces por 
un comprador anónimo, se cuenta actualmente entre los fon
dos del Walters Art Museum de Baltimore. N. G. Wilson, el 
famoso experto en historia y crítica de los textos, encargado 
por la casa Christie’s de redactar lo relativo al palimpsesto 
para el catálogo de la subasta, ha publicado recientemente

61 Codex rescriptus Metochii Constantinopolitani Sancti Sepulchri mo
nasterii Hierosolymitani 355, en cuarto, del siglo x, siglado C. Contiene 
fragmentos de Sobre la esfera y  el cilindro, Sobre las líneas espirales, 
Medida del círculo, Equilibrio de las figuras planas, Stomachion, la ma
yor parte de Sobre los cuerpos flotantes y el Método. Heiberg dio cuenta 
de los detalles de la recuperación del manuscrito y su lectura en «Eine 
neue Archimedesschrift» Hermes 42 (1907), págs. 235 y ss.



un artículo62 en el que amplía las noticias ofrecidas por Hei
berg. Aparte de una serie de precisiones de carácter paleo- 
gráfico y codicológico, nos informa del deterioro sufrido por 
el manuscrito en el siglo escaso transcurrido desde que Hei
berg lo dio a conocer: muchas hojas se han visto afectadas 
por hongos, que han dejado marcas en el pergamino, por lo 
cual partes del texto que Heiberg pudo leer a simple vista 
con ayuda de la lupa hoy son difícilmente legibles sin ayuda 
de la moderna tecnología —para algunas bastaría con la 
lámpara ultravioleta, pero ciertos pasajes, afectados por las 
manchas de hongos, sólo son recuperables con las técnicas 
digitales— . Además, cuatro hojas en las que Heiberg pudo 
leer texto de Arquímedes presentan hoy ilustraciones con re
tratos a toda página que pueden pretender representar a los 
cuatro evangelistas: los colores empleados resultan suma
mente modernos; ni Papadopoulos-Kerameus, el primero en 
catalogar el manuscrito, ni Heiberg, primero en publicar su 
contenido, hacen referencia a esas cuatro hojas iluminadas. 
Wilson deduce que las iluminaciones son «el resultado de 
un intento desastrosamente equivocado de embellecer el ma
nuscrito, presumiblemente para aumentar su valor a los ojos 
de un posible comprador», acción que califica de «vanda
lismo para el que no es fácil encontrar paralelos». Por cierto 
que otros vandalismos semejantes se habían producido ya a 
mediados del siglo xix y por obra de una persona de cuya 
formación uno hubiera esperado más respeto a libros y bi
bliotecas: fue el erudito alemán Tischendorf quien mencio
nó por primera vez el palimpsesto en un libro de viajes63, al 
relatar que en Constantinopla había visitado la biblioteca del 
Patriarcado sin hallar nada de interés «aparte de un palimp

62 «Archimedes: The Palimpsest and the Tradition», Byzantinische 
Zeitschrift 92 (1999), 89-101.

63 Reise in den Orient, Leipzig, 1846.

IN TRO DUCCIÓ N GENERAL 59



60 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

sesto que trata de matemáticas». Parece que, además de ver
lo, lo mutiló llevándose consigo una hoja al salir de la Bi
blioteca, puesto que en 1876 sus albaceas vendieron dicha 
hoja a la Biblioteca de la Universidad de Cambridge, donde 
se conserva hoy como Ms. Add. 1879.2364.

Los otros dos manuscritos desaparecidos en que se fun
da la tradición son los que Heiberg sigla, respectivamente, 
A y © ,  dos códices llegados a Occidente a través de Sicilia. 
El primero de ellos era un códice que perteneció a Giorgio 
Valla65 y que contenía Sobre la esfera y  el cilindro, Medida 
del círculo, Sobre los conoides y  esferoides, Sobre las espi
rales, Sobre el equilibrio de las figuras planas, Arenario, 
Cuadratura de la parábola, los Comentarios de Eutocio y el 
tratado Sobre las medidas de Herón66. El manuscrito fue 
comprado a la muerte de Valla en 1499 por Alberto Pío, 
príncipe de Carpi y de él lo heredó su sobrino, Rodolfo Pió, 
en 1550. El inventario de la biblioteca de éste último, reali
zado a su muerte en 1564, no recoge la existencia de ningún 
libro de Arquímedes, y ahí se pierde la pista. Pero antes de 
desaparecer, el manuscrito había servido de modelo directo 
para, al menos, cuatro copias, una conservada en Florencia,

64 La hoja, a la que le falta la mitad, conserva en estado lacunoso So
bre la esfera y  el cilindro I 35-37.

65 Sobrino del —más conocido—  humanista Lorenzo Valla, enseñó en 
Venecia de 1486 a 1499. En su correspondencia manifiesta repetidamente 
la intención de traducir los textos de Arquímedes, pero lo único que llegó 
a publicar fueron traducciones latinas parciales del manuscrito entonces en 
su posesión en su De expetendis et fugiendis rebus, en donde se puede ver, 
como ha hecho notar Clagett (op. cit., vol III, parte 3, págs. 461-469), que 
no sólo conocía la obra de Arquímedes, sino también el Comentario a la 
«Física» de Aristóteles de S i m p l i c i o .

66 Es decir, de las obras que hoy conocemos no contenía el tratado 
Sobre cuerpos flotantes, el Método, el Stomachion y el Problema de los 
bueyes.
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en la Biblioteca Laurenciana, dos que guarda hoy la Bi
bliothèque Nationale de París, y la cuarta en la Biblioteca 
Marciana de Venecia67. Esos manuscritos son los testimo
nios más fidedignos de la tradición manuscrita en griego, en 
opinión de Heiberg, hasta que vino a unírseles el palimpses
to de Jerusalén. Si el Laurenciano es el códice más respe
tuoso, pues conserva errores que se detectan también en las 
lecturas de Valla, el Parisino 2360 (G) es el que nos ofrece 
los datos más completos sobre el manuscrito desaparecido, 
pues en uno de sus márgenes (fol. 120) podemos leer: «Esta 
copia se realizó a partir del modelo aquel antiquísimo que 
fue primero propiedad de Giorgio Valla y que perteneció 
después al distinguidísimo príncipe Alberto Pió de Carpi. El 
cual modelo —antiquísimo, como hemos dicho—  tenía gran
dísima e inmensa falta de claridad por causa de los fallos, de 
modo que en innúmeros lugares no cabía en modo alguno 
leer con certeza. En cuanto a las ilustraciones, habiendo mu
chos y variados errores, las confusiones eran muy abundan
tes; quiero decir: unas letras por otras, χ  en vez de κ y al re
vés; a  en vez de λ  y al revés; ζ en vez de ξ y al revés68. 
Había además en el modelo ciertos signos particulares de 
abreviatura..,». Los cuatro manuscritos que evidencian ser 
copia directa del de Giorgio Valla son los que han servido 
de modelo para el resto de las copias existentes, cuyo catá
logo puede consultarse en los Prolegomena de Heiberg.

67 Los manuscritos indicados son, respectivamente, el Laurentianus 
XXVIII, 4, del siglo xv (D); Parisinus 2361, del año 1544 (H); Parisinus 
2360, olim Mediceus, del siglo xvi (G) y Marcianus 305, del siglo xv (E).

68 Al mencionar estos errores, el bibliotecario o copista que lo escribe 
se refiere a las letras de las ilustraciones, en uncial, pues los errores que 
señala se refieren forzosamente a mayúsculas unciales. En lo que sigue, 
por el contrario, se refiere al texto propiamente dicho, pues las abreviatu
ras que menciona sólo son posibles en la minúscula cursiva.
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Antes de toda esta peripecia humanística, en 1269 y en 
la corte papal de Viterbo, este mismo códice A había servi
do de original para la traducción latina que llevó a cabo el 
dominico Guillermo de Moerbeke69, cuyo original se con
serva en la Biblioteca Vaticana70. La traducción de Moerbe
ke es sumamente valiosa porque, además de haber sido rea
lizada sobre texto griego, es cuidada y comprensible, a pesar 
de la dificultad añadida que suponía ocuparse de temas co
mo las espirales o los conoides y esferoides para los que no 
había ninguna tradición latina previa. Heiberg dice de ella: 
«Guillermo, según su costumbre, sigue tan de cerca los vo
cablos griegos uno a uno, que su versión puede ser tratada al 
comparar (scil., «los manuscritos») como si fuera un códice 
griego». De acuerdo con eso, Heiberg lo emplea abundan
temente a la hora de fijar su edición; pero el interés de esta 
versión latina no sólo radica en ello, sino también en que 
ofrece el texto del tratado Sobre los cuerpos flotantes, 
que no aparece en A. De ahí que se restituya la existencia, 
en Viterbo y en 1269, del otro manuscrito griego perdido al 
que hacíamos referencia, el que Heiberg sigla S3, del cual no 
tenemos ninguna otra noticia directa ni indirecta más que la

69 La dependencia existente entre esta traducción latina y el desapare
cido manuscrito A viene confirmada por la laguna común reseñada por 
Moerbeke y por el copista del Parisino 2360. El dominico flamenco Gui
llermo de Moerbeke (Moerbeke, c. 1215- Corinto, c.1286) desempeñó un 
importante papel en la divulgación en Occidente de los textos griegos me
diante las versiones latinas de los mismos que llevó a cabo entre 1260 y 
1278. Tradujo buen número de obras filosóficas —Aristóteles y sus co
mentadores antiguos, escritos de los neoplatónicos—  y también textos 
científicos entre los que se cuentan obras de Ptolomeo e Hipócrates ade
más de los escritos de Arquímedes referidos.

70 Ottobonianus Latinus 850, siglado B. Por cierto que también la Bi
blioteca Nacional de Madrid guarda un ejemplar de esta traducción (BN 
9119), que Clagett considera «un manuscrito mal hecho, de origen italia
no, de principios del siglo xv».
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contaminación reseñada en la versión de Guillermo de Moer- 
belce.

Y es que las versiones latinas —y no sólo la de Moerbe- 
lce— han desempeñado un papel nada despreciable en la 
transmisión y difusión de las obras de Arquímedes. Nuestro 
conocimiento sobre ese punto depende en buena medida de 
los estudios de Clagett sobre Arquímedes en la Edad Media. 
Según este autor, la Medida del círculo fue vertida al menos 
dos veces al latín en el siglo xn: si la primera de esas ver
siones —que él atribuye a Platón de Tívoli— no es de gran 
calidad ni aporta datos de especial relevancia, la segunda, 
sin embargo, mucho más cuidadosa, realizada en Toledo por 
Gerardo de Cremona71 (1144-1187) a partir de una versión 
árabe, presenta el interés de que conserva un corolario sobre 
el área del sector circular en función de la longitud del arco 
del sector y el radio, demostración que Herón atribuye espe
cíficamente a Arquímedes. Este dato, además de corroborar 
la tesis de que la versión que poseemos de la Medida del 
círculo es incompleta, nos hace ver que junto a los tres tipos 
de manuscritos griegos reseñados — obras escriptorias de 
importancia, como corresponde a la calidad del autor y al 
interés y dificultad de los textos— corrieron también segu
ramente copias de menor calidad y menos pretensiones, pro
bablemente para uso de docentes y discentes, que contenían 
sólo una o algunas de las obras más solicitadas.

Volviendo a los manuscritos en los que se basa la tradi
ción que ha llegado a cristalizar en la imprenta, una segunda 
traducción latina de A digna de referencia es la llevada a 
cabo por Jacobo de Cremona en 1450 por orden del papa

71 La traducción de Gerardo de Cremona quedó incluida en un hermo
so códice de la Biblioteca Nacional de París (Fondo Latino 9335) en don
de figura junto a otras traducciones del mismo autor.
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Nicolás V, de cuyo interés haremos mención más adelante, 
al ocupamos de las obras impresas.

En cuanto a las ilustraciones, hemos de decir en primer 
lugar que los filólogos, en general, han mostrado muy esca
so interés por ellas hasta ahora. No es raro que se editen en 
lenguas modernas versiones de los clásicos amputadas de 
las ilustraciones que sí figuran en todos los manuscritos, ni 
es excepcional que tal caso se produzca en ediciones del 
texto griego. Las introducciones no suelen señalar la proce
dencia precisa de las figuras, porque frecuentemente las 
ilustraciones que salen de la imprenta no son sino refeccio
nes más o menos precisas, inspiradas en alguno de los ma
nuscritos o en el conjunto de ellos.

Que los antiguos matemáticos griegos utilizaban diagra
mas lo evidencia, sin ir más lejos, la anécdota plutarquiana 
que relata la muerte de Arquímedes y, remontándonos aún 
más atrás, contamos con testimonios que señalan a Hipócra
tes de Quíos como el autor de la convención de servirse de 
letras para designar los puntos oportunos en los dibujos. Sin 
duda esa tradición ha contribuido a que la mayor parte de 
los manuscritos de tema matemático conserven sus ilustra
ciones —como regla general podemos decir que sólo faltan 
las ilustraciones en los manuscritos inacabados, pues, en ge
neral, los copistas iban por delante escribiendo el texto y de
jando espacio para las figuras, que se añadían una vez con
cluida la copia—. En lo que se refiere a Arquímedes, R. 
Netz ha elaborado lo que pretende ser la primera edición crí
tica de las figuras: el resultado de sus estudios hace ver que 
los manuscritos derivados de A (el códice desaparecido 
que perteneció a G. Valla) coinciden en la forma y disposi
ción de las ilustraciones —incluso en lo que se refiere al lu
gar que ocupan dentro del teorema, siempre siguiendo in
mediatamente a la descripción de la construcción—, lo que
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permite suponer que copian fielmente el modelo común. A 
la vez, ciertas figuras conservadas en C (el palimpsesto) 
—las correspondientes a Sobre la esfera y  el cilindro I 32 
a II 6—  coinciden con las que se pueden reconstruir para A de 
modo tan próximo que parece evidente un origen común para 
ambos manuscritos bizantinos, aunque no podemos dar razón 
de la fecha de origen del prototipo. El manuscrito B, que 
contiene la traducción latina de Moerbeke, no es de utilidad 
para esta reconstrucción, pues Moerbeke cambió de lugar 
las figuras transfiriéndolas a los márgenes, y ésa debió ser la 
razón de que las ilustraciones de su manuscrito presenten 
proporciones diferentes de las de A y C; además, a media
dos del siglo XV el humanista Coner estudió el manuscrito y 
se permitió raspar algunas de las ilustraciones y sustituirlas 
por otras que, a su entender, eran más correctas. Con su edi
ción crítica de las ilustraciones —ése es el nombre que él da 
a su trabajo— Netz pretende «reconstruir a partir de la evi
dencia de los manuscritos la forma más antigua recuperable 
de los diagramas», con lo cual su juicio respecto a la ‘co
rrección’ se ajusta a los criterios antiguos, que a su entender 
pretenden «ofrecer una representación esquemática del mo
delo de configuración contenido en el caso geométrico estu
diado»; esa representación esquemática «se usa como parte 
de la lógica del argumento» y «es independiente de los valo
res métricos» —en el sentido de que dos rectas o dos círcu
los que en la construcción se describen como iguales pueden 
ser en la ilustración uno mayor que otro o viceversa, o que 
elementos descritos en la construcción como desiguales 
pueden aparecer como iguales en el diagrama—, o de que lo 
que en la construcción se describe como una «cuerda» pue
de aparecer en el dibujo como un diámetro, sin que eso deba 
afectar a la lógica de la demostración. En el caso de errores 
manifiestos de los escribas, concretamente en la asignación
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de letras en la figura, Netz lleva a cabo la corrección y la 
hace notar en el aparato crítico que adjunta a cada ilustra
ción.

La comparación entre los diagramas recogidos por Netz 
y Heiberg permite ver que éste último, respetando en lo fun
damental el número y clase de figuras y la disposición gene
ral de las mismas, corrigió tamaños, sustituyó curvas del ori
ginal por rectas, añadió y quitó letras y rectas, y, en general, 
alteró las figuras en el sentido que le pareció más oportuno 
tendiendo a ofrecer lo que a los ojos del lector de su tiempo 
podía ser más «correcto» de acuerdo con los usos generales 
de las ilustraciones matemáticas de su época.

Principales ediciones y  traducciones

La primera edición de conjunto del texto griego de las 
obras de Arquímedes fue publicada en Basilea en 1544 por 
Johann Gechauff Venatorius, impresa por Hervagius, y con
tenía todas las obras conocidas por entonces del gran mate
mático72. Iba acompañada de una versión latina, basada en 
la ya mencionada de Jacobo de Cremona, pues Regiomon- 
tano73 había copiado de su propia mano este manuscrito, lo

72 No obstante, ésa no fiie la primera vez que la obra de Arquímedes 
alcanzó la imprenta, pues en 1503 había aparecido en Venecia una versión 
latina de la Medida del círculo publicada por el matemático napolitano 
Luca Gaurico (el incunable y raro Tetragonismus id est circuli quadratura 
per Campanum, Archimedem Syracusanum atque Boetium mathematicae 
perspicacissimos adinventa) y en 1543 aparecería, también en Venecia, 
una copia literal de esa obra junto con la versión latina del tratado del 
Equilibrio de las figuras planas y el Libro I de Sobre los cuerpos flotantes 
a cargo de Nicola Tartaglia.

73 Johann Müller (Königsberg, 1436-Roma, 1476), astrónomo y ma
temático al que debemos, además del Epitome del Almagesto de P t o l o - 

m e o , los Cinco libros sobre los triángulos de todas clases (escrito en 1464
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contrastó con el texto griego de E, fuente de las correccio
nes y anotaciones marginales que presenta, y llevó su copia 
a Alemania en 1468 (el original del trabajo de Regiomonta- 
no se conserva hoy en Nuremberg74).

Las ediciones que aparecieron posteriormente no sólo fi
jaron el texto, sino que además lo fueron corrigiendo poco a 
poco mediante la colación de manuscritos no tenidos en 
cuenta previamente, y a ello colaboraron también los traduc
tores de Arquímedes a las lenguas modernas, detectando 
errores y proponiendo conjeturas que venían a aclarar pasa
jes corruptos. Continuaba, entretanto, la labor erudita de in
vestigación textual, y el siglo xvni vio el descubrimiento de 
un texto de Arquímedes dado por desaparecido: el Problema 
de los bueyes, recuperado y dado a conocer por Lessing en 
177375.

Se consideran trabajos clásicos la traducción latina de 
Comandino (Venecia 1548)76; la edición de Rivault (París 
1615) —con los enunciados de las proposiciones en griego 
y las demostraciones en latín algo retocadas, realizada sobre 
la edición de Basilea y que sirvió de base a la primera tra
ducción a una lengua moderna, la alemana de Sturm (Nu
remberg, 1670)—; la bilingüe grecolatina de Torelli (Oxford 
1792), así como la traducción alemana de Nizze (Stralsund, 
1824) y la francesa de Peyrard (París, 1807).

y publicado en 1533), primera exposición moderna de la trigonometría 
plana y esférica,

74 Norimbergense cent. V 15.
75 En Beiträge zur Geschichte und Litteratur, Braunschweig, 1773, 

págs. 421 y ss.
16 Otra versión latina, la de Francesco Maurolico (1570) tuvo la mala 

fortuna de que la mayor parte de los ejemplares desaparecieran en un nau
fragio; se reimprimió en Palermo en 1685.



68 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

Todas esas ediciones y traducciones se vieron amplia
mente superadas por la de Heiberg, quien, tras colacionar más 
de una docena de manuscritos griegos, las principales tra
ducciones latinas antiguas y las traducciones más significa
tivas, e incorporar el texto griego del Problema de los bue
yes y la versión latina del Libro de los Lemas11, publicó el 
texto junto con su traducción latina (Leipzig, 1881), texto 
que amplió y corrigió a la luz del hallazgo del palimpsesto 
aparecido en Constantinopla. Esta segunda versión de las 
obras de Arquímedes se imprimió entre 1910 y 1915, y con
tenía ya el Método, el texto griego del tratado Sobre los 
cuerpos flotantes, desconocidos hasta entonces, e incorpo
raba también los fragmentos griegos del Stomachion; en 
1972 fue reimpresa —ya en Stuttgart, nueva sede de la co
lección Teubner— con correcciones añadidas por E. Stama- 
tis. Por esos mismos años, entre 1970 y 1972, la colección 
Les Belles Lettres publicó el texto griego —el de Heiberg, 
en lo fundamental, con algunas correcciones procedentes del 
Parisinus Graecus 2359 (F)— acompañado de la traducción 
francesa de Ch. Mugler.

Entre las traducciones a las lenguas modernas78 publica
das a lo largo del último siglo, la versión inglesa de Heath 
es un clásico para el estudio de Arquímedes, así como la

77 No disponemos del original griego de esta obra, pero nos ha sido 
transmitido en una traducción árabe realizada en el siglo ix por el geóme
tra Thabit-ben-Corrah. Esta versión árabe, de la que poseemos diversos 
manuscritos, fue traducida al latín e impresa dos veces a lo largo del siglo 
xvir: la primera de esas dos ediciones contiene la traducción latina de 
Graeves, con comentario de Samuel Forster, y fue editada en Londres en 
1657; la segunda versión latina fue obra del famoso orientalista Abraham 
Ecchellensis y fue publicada, con notas de Borelli, en Florencia en 1661.

78 Hacemos referencia fundamentalmente a las versiones de las obras 
completas, aunque también se han editado traducciones y comentarios de 
obras sueltas.
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obra —en holandés primero, vertida después al inglés—  de 
Dijksterhuis79, ambas fáciles de encontrar en librerías gra
cias a las repetidas reimpresiones que dan fe de su éxito, ba
sado en la excelente calidad de ambos trabajos. Hay que de
jar claro que ninguna de las dos es, propiamente hablando, 
una traducción, sino que ambas pretenden poner al alcance 
del matemático del siglo xx los principales resultados de las 
investigaciones de Arquímedes. Heath, en particular, no ha 
renunciado a ampliar las explicaciones donde la concisión 
del original arquimedeo hacía difícil la comprensión o a 
aclarar pasajes de difícil interpretación y emplea sistemáti
camente la terminología y métodos de la matemática actual; 
Dijksterhuis, por su parte, da traducción rigurosa sólo de los 
enunciados, mientras que las pruebas propiamente dichas las 
expone mediante una notación simbólica creada por él con 
el propósito específico de facilitar la comprensión de la ma
temática griega antigua; además, separa y recoge en un solo 
capítulo cierto número de proposiciones que, en su opinión, 
no forman parte del núcleo de teoremas fundamentales de 
cada obra, sino que actúan como lemas o «elementos» (en el 
mismo sentido en que son elementales los Elementos eucli- 
dianos), pretendiendo con ello conseguir que los puntos fun
damentales de cada obra puedan ser tratados y resumidos 
mucho más rápidamente, toda vez que las cuestiones acce
sorias han sido contempladas previamente. Con lo dicho que

79 No es propiamente una traducción, sino «un intento de acercar la 
obra de Arquímedes... a la comprensión y el aprecio del lector moderno» 
(pág. 7). Conociendo la versión en notación moderna de Heath y la traduc
ción literal de Ver Eecke, pretende «combinar las ventajas y evitar las 
desventajas de ambos métodos... La exposición sigue de cerca el texto 
griego, pero sólo los enunciados figuran en traducción literal; tras ellos, 
las demostraciones se exponen en una notación simbólica, especialmente 
elaborada para este propósito, que hace posible seguir paso a paso la línea 
del razonamiento» (págs. 7 y 8).
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da de manifiesto que los trabajos de Heath y Dijksterhuis, 
en tanto que explicaciones pensadas para sus contemporá
neos, están en realidad más emparentados con los Comenta
rios de Eutocio que con la traducción antigua de Moerbeke 
o con las más recientes de Ver Eecke, Mugler o Netz.

En francés se destacan las traducciones del ingeniero 
belga Paul Ver Eecke y la de Charles Mugler, a la que ya 
aludimos antes, ambas de gran calidad; también hay que re
señar la versión alemana de Czwalina, la italiana de Frajese 
y la traducción al griego moderno de Stamatis. En español 
contamos sólo con una versión casi completa — no aparecen 
el Stomachion ni los Lemas— , editada en el segundo volu
men de las obras de los Científicos griegos (1970); en ella 
no se menciona el traductor80 ni el texto sobre el que ha sido 
elaborada. Entre nosotros la obra que ha despertado más in
terés ha sido el Método, el cual, desde que fue descubierto 
hace aproximadamente un siglo, ha visto aparecer varias ver
siones: la de Babini (Buenos Aires 1966) es poco fiable al 
no haber sido realizada a partir del texto griego, y algo se
mejante ocurre con la que aparece en el ya citado volumen 
II de los Científicos griegos; más dignas de mención son la 
de L. Vega, con traducción de M.a Luisa Puertas, acompa
ñada de introducción y algunas notas (Madrid, 1986) y la 
más reciente de González Orbaneja y Vaqué Jordi (Barcelo
na, 1993), que antes de ser libro fue seminario universitario; 
con amplia introducción (56 págs.) y abundantes notas (con 
aclaraciones textuales, históricas y matemáticas), incluye 
reproducción fotomecánica de la edición de Heiberg y nue
vas figuras realizadas por González Orbaneja. También dis

80 Según la portada, «recopilación, estudio preliminar, preámbulos y 
notas» han corrido a cargo de Francisco Vera.
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ponemos de traducción al español del tratado Sobre los cír
culos tangentes, realizada por J. Vernet y A. Catalá81.

La Cambridge University Press acaba de publicar —ma
yo de 2004— una nueva traducción inglesa —la primera a 
la que de verdad corresponde tal nombre— , obra de Reviel 
Netz. En esta obra, cada proposición de Arquímedes va se
guida de un comentario textual relativo al texto ofrecido por 
Heiberg —que Netz no reproduce— y unos comentarios ge
nerales centrados en cuestiones de carácter epistemológico o 
lingüístico, y presenta como novedad principal la ya comen
tada edición científica de los diagramas. Incluye también la 
primera traducción al inglés del Comentario de Eutocio a 
los libros Sobre la esfera y  el cilindro.

EUTOCIO

Ya dijimos que frente a la intención claramente didácti
ca de los Elementos de Euclides, que nos presentan una in
troducción elemental a todas las ramas de la matemática de 
la época, los escritos de Arquímedes están más próximos al 
ensayo científico: no son obras pensadas para un público am
plio, ni siquiera de estudiantes, sino que se ocupan de cues
tiones concretas, están dirigidas a otros matemáticos —y no 
cualesquiera, sino a personas que gozan de la buena opinión 
de Arquímedes— y no se proponen divulgar conocimientos, 
sino someter los trabajos del estudioso a un juicio ajeno cua
lificado. Por esa razón, Arquímedes muchas veces da por 
sobreentendidos en las proposiciones ciertos pasos del razo
namiento que probablemente le parecían obvios. Cuando es

81 «Arquímedes árabe: el tratado de los círculos tangentes», Separata 
de AI-Anclalus 33, 1 (1968).
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tas obras dejaron de pertenecer al género del ensayo cientí
fico para transformarse en clásicos y fueron considerados 
dignos de estudio, los principiantes debieron de encontrar 
no pocas dificultades para seguir el razonamiento del maes
tro. Eso fue lo que, a principios del siglo vi, movió a Euto- 
cio, matemático nacido en Ascalón y educado en Constanti- 
nopla, a emprender su Comentario: «Habiendo hallado que 
ninguno de mis predecesores había compuesto un ensayo 
sobre los libros de la Esfera y  el cilindro de Arquímedes y 
considerando que no lo habían dado de lado por la sencillez 
de los teoremas —pues, como sabéis, requieren una aten
ción minuciosa y una imaginación inteligente— , me apete
ció, en la medida de mis fuerzas, poner en claro lo que en 
ellos hay de difícil comprensión».

Con estas premisas redactó el Comentario a los libros 
sobre la Esfera y  el cilindro. Los manuscritos nos han trans
mitido también Comentarios a la Medida del círculo, al Equi
librio de las figuras planas y a los cuatro primeros libros de 
las Cónicas de Apolonio de Perga. Los escritos van precedi
dos de pequeñas introducciones, que incluyen dedicatorias: 
a Amonio le dedica el Comentario a los dos libros Sobre la 
esfera y  el cilindro, a Antemio de Traies los de los cuatro li
bros de las Cónicas de Apolonio y a un desconocido Pedro 
el del Equilibrio de las figuras planas. Además de estos tra
bajos, de autoría bien documentada en la tradición manus
crita, Mogenet82 le atribuyó también la redacción del escrito 
que hoy conocemos bajo el título de Introducción al Alma- 
gesto de Ptolomeo. Este texto, que venía considerándose anó
nimo, está formado por una serie de escolios al Almagesto 
que acabaron tomando forma de obra independiente. La 
atribución de Mogenet se basa en ciertos pasajes del comen

82 M o g e n e t ,  L ’Introduction à I ’Almageste, Bruselas, 1956.
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tario a la Medida del círculo, pero Bulmer-Thomas conside
ra que esos textos no son apoyo suficiente para sostener la 
hipótesis propuesta. Frente a esos dos autores, Wilson opina 
que Eutocio sí escribió sobre ese tema, pero que no se han 
conservado restos de tal trabajo.

Las dedicatorias que preceden a los Comentarios son, 
prácticamente, las únicas fuentes de que disponemos sobre 
la vida de Eutocio83. Amonio, comentador de Aristóteles y 
maestro de profesión, entre cuyos discípulos se contaron 
personajes como Juan Filópono, Damascio o Simplicio, pro
bablemente fue también maestro de Eutocio, pues éste le 
llama «destacadísimo filósofo»84 y dice dirigiéndose a él: 
«si por causa de mi juventud doy la nota desafinada, tú lo 
corregirás gracias a tu saber en toda clase de conocimientos 
y especialmente en matemáticas»85. En cuanto a Antemio de 
Traies, conocido sobre todo por haberse ocupado de las 
obras de Santa Sofía de Constantinopla junto con Isidoro de 
Mileto, debió de ser compañero de Eutocio, pues éste le tra
ta de «querido compañero» (phíle hetaîre) y «queridísimo 
mío» (phíltaté moi) S6. Las dataciones de estos personajes, 
que conocemos sólo de modo aproximado87, son las que

83 Cf., a este respecto, lo reseñado por W i l s o n  (Scholars o f Byzan
tium, Londres, 1983, págs. 45-46) y los artículos de B u l m e r -T h o m a s  en 
el Dictionary o f  scientific biography (ed. G il l i s p i e , Nueva York, 1981, 10 
vols.) y K a z h d a n  en el Oxford Dictionary o f  Byzantium (Nueva York, 
1991, 3 vols.).

84 Comentario a los libros sobre la Esfera y  el cilindro, en Arqu íme- 
des, Opera omnia, ed. H e i b e r g , vol. Ill 2, 16.

85 Id. Ill 2, 12-15.
86 Comm, in Cónica, en A p o l o n i o  d e  P e r o a , Quae Graece exstant, 

ed. H e ib e r g , II 168, 5 y II 291, 2-3.
87 Probablemente Amonio murió después de 517 y Antemio de Trales 

antes de 558,
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han llevado a los estudiosos a proponer la acméu  de Eu
tocio en torno a 520 y su nacimiento, por tanto, en torno a
48089.

En los textos de Eutocio figura también90, aunque no 
como receptor de las dedicatorias, un «Isidoro de Mileto el 
Mecánico» a quien se trata repetidamente de «nuestro maes
tro»; las frases han sido interpretadas, en general, como co
lofones de copista, el cual podría haber sido un discípulo de 
ese Isidoro encargado por éste de «poner en limpio» el tra
bajo. Los mencionados colofones atribuyen a Isidoro, ade
más de la edición de los Comentarios de Eutocio a los dos 
libros Sobre la esfera y  el cilindro y a la Medida del circulo, 
la invención de un compás para trazar parábolas. No hay 
unanimidad respecto a la identificación del personaje: algu
nos especialistas, como Heath, piensan que este Isidoro de 
Mileto es el arquitecto de Santa Sofía y que quizá fuera 
maestro de Eutocio. La segunda parte del aserto es difícil
mente aceptable: para la muerte de Amonio tenemos como 
terminus ante quem la fecha de 517; en cuanto a Isidoro de 
Mileto suponemos que murió entre 537, fecha de la finaliza
ción de Santa Sofía, y 554, fecha en que su sobrino, Isidoro 
el Joven, llevó a cabo la restauración de la cúpula de ese 
mismo edificio. Teniendo en cuenta que los jóvenes co
menzaban sus estudios con un maestro avanzado en torno a 
los 18o 20 años y que el tiempo de estudio junto a un maes

88 Los antiguos consideraban que un hombre estaba en la plenitud (ac
mé) de sus facultades en torno a los cuarenta años, y no es raro que se date 
a literatos o políticos mediante esta referencia.

89 Así en autores más recientes, como Wilson o Clagett, pero Tannery 
y con él Heiberg son partidarios de datar su acmé en torno al año 500 y su 
nacimiento, por tanto, en torno a 460.

90 Las referencias se encuentran en la edición de H e i b e r g , Archime
des. Opera omnia, III 84, 9; III 48, 30; III 224, 9; III 260, 12.
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tro rara vez sobrepasaba los tres o cuatro años es verdade
ramente difícil que Eutocio haya podido ser discípulo de 
ambos personajes; Bulmer-Thomas91 también da por fiable 
la identificación de este Isidoro con el famoso arquitecto, 
pero sostiene que debemos interpretar la noticia como un 
testimonio de que revisó la edición, no el contenido de la 
obra. Tannery, por su parte, pensaba más bien que no se tra
ta del famoso arquitecto, sino de otro personaje, tal vez el 
mencionado Isidoro el Joven.

En cuanto a la cronología de los trabajos de Eutocio, pa
ra el Comentario al Equilibrio de las figuras planas no 
hallamos referencias que permitan datarlo, pero el Comenta
rio a los dos libros Sobre la esfera y  el cilindro tiene que ser 
anterior al de la Medida del círculo, puesto que Eutocio 
menciona la primera de estas obras en el proemio de la se
gunda. Posterior a esos dos trabajos sería el Comentario a 
las Cónicas, según parecen apuntar algunos indicios. Uno, 
que de las expresiones empleadas para referirse a Amonio 
que citábamos más atrás cabe deducir que cuando redactó 
ese trabajo Eutocio debía de ser un hombre relativamente 
joven y de posición académica y social aún poco relevante; 
por eso, como obra de primerizo y dada la dificultad de la 
materia, necesita aún de la mirada supervisora del maestro 
Amonio, mientras que cuando comenta las Cónicas de Apo
lonio es un Eutocio de más edad quien se enfrenta a la tarea, 
un hombre con la suficiente seguridad en sus capacidades 
como para no necesitar de supervisores y que puede dedicar 
su obra al «compañero» de éxito probado que era el arqui
tecto Antemio de Traies —quien, además, había dado prue
bas de su interés por los matemáticos antiguos al ocuparse

91 Cf. más atrás, n. 2.
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de los espejos ustorios92—. El segundo indicio que, a nuestro 
entender, abona esta hipótesis son dos pasajes del Comenta
rio a las Cónicas·, uno procede del proemio al Comentario al 
Libro I, en donde afirma: «Salta a la vista en muchos pasa
jes que Arquímedes se refiere a unos elementos de las cóni
cas muy anticuados»; el otro, del proemio al del Libro IV: 
«Todo lo que hay en él (scil., en el Libro IV) se demuestra 
mediante reducción al absurdo, igual que demostró Euclides 
lo relativo a las secciones y tangencias del círculo. Este re
curso es útil y necesario, según les parece tanto a Aristóteles 
cómo a los geómetras, y especialmente a Arquímedes». De 
ambos pasajes parece desprenderse que por entonces Euto
cio ya estaba bien familiarizado con las obras de Arquíme
des93 y el comentario de éstas habría sido redactado con an
terioridad.

Ya hemos dicho que Eutocio no tuvo oportunidad de 
leer toda la obra de Arquímedes: la Medida del círculo, que 
no se nos ha conservado completo, es comentada por Euto
cio en una versión que coincide exactamente con la que no
sotros conocemos. Precisamente en ese Comentario (III 228, 
20-26), Eutocio afirma que según la biografía (para nosotros 
perdida) de Arquímedes por Heraclides94, Arquímedes «ha
bía descubierto una recta igual a la circunferencia dada de 
un círculo gracias a ciertas espirales», y de ello deducimos 
que no conoció el tratado Sobre las espirales. Además, en 
Equil. Plan. II 1, Arquímedes requiere aplicar a una recta

92 Para el trabajo de Antemio sobre los espejos ustorios, cf. pág. 12 y n. 9.
93 Mugler considera los Comentarios a las Cónicas anteriores a los de 

la Esfera y  el cilindro y a la Medida del círculo, aunque no ofrece ninguna 
argumentación.

94 En el texto del Comentario al libro I de las Cónicas de A p o l o n i o  

(Apollonii Pergaei qitae graece exstant II 168, 7, ed. H e ib e r g ) al biógrafo 
de Arquímedes se le da el nombre de Heraclio.
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dada dos superficies limitadas por una recta y una parábola, 
y Eutocio, en el Comentario a ese pasaje (III 278, 4-13) di
ce: «Pero no es posible encontrarlo entre lo que demuestra 
allí; ahora bien, puesto que demostró [«Arquímedes», scil.] 
según él mismo afirma en el tratado Sobre la esfera y  el ci
lindro, que tal figura es cuatro tercios del triángulo que tiene 
igual base e igual altura...», de modo que tampoco conoció 
la Cuadratura de la parábola.

Estos hechos parecen apuntar a la escasa circulación de 
los manuscritos de Arquímedes, incluso entre los especialis
tas —pues no de otra manera podemos considerar a perso
najes como Eutocio, Antemio o Amonio— . No disponemos 
de datos que precisen los motivos de tal situación, pero es 
muy posible que entre ellos se cuenten la dificultad del texto 
de Arquímedes, por una parte, y el hecho de que los origina
les de sus obras estuvieran escritos en el antiguo dialecto 
dorio de Siracusa. Para Heath, los Comentarios de Eutocio 
suponen, precisamente, un testimonio del renacer de los es
tudios sobre Arquímedes, renacer manifestado además en el 
traslado de la antigua forma de los tratados del siracusano 
en dialecto dorio a la koine diálelctos95, aunque también esta 
cuestión es peliaguda, pues unas veces Eutocio cita a Arquí
medes en koine y otras comienza su cita en koine y a la mi
tad de la misma vuelve de nuevo al original dorio, lo que 
puede ser interpretado de diversas maneras: tal vez las obras 
de Arquímedes ya habían perdido en algunas ediciones su 
dialecto original; tal vez fue el propio Eutocio quien, al co
mentarlas, aprovechó para pasarlas de uno a otro dialecto; 
tal vez los manuscritos de que disponía estaban en dorio pe
ro, al copiar la cita, Eutocio pasa de uno a otro dialecto sin

95 Heath sostiene, además, que este interés por Arquímedes se suscitó 
en el seno del círculo de Isidoro de Mileto, pero ya hemos visto que la 
cronología ofrece ciertos problemas para aceptar esa suposición.



78 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

prestar demasiada atención a ese asunto. Hasta el momento 
presente no se han aportado datos o criterios que permitan 
dilucidar la cuestión.

En cualquier caso, no debemos olvidar que la existencia 
del comentario sirvió de apoyo a la transmisión de las obras 
comentadas pues, en efecto, todas las obras comentadas por 
Eutocio han llegado hasta nosotros, tanto las de Apolonio96 
como las de Arquímedes; en general se supone que los co
mentarios —probablemente usados por Eutocio en sus cla
ses— debieron de servir de acicate a la lectura de esos tex
tos y, por tanto, a la renovación y multiplicación de copias 
de los originales.

Los Comentarios tienden a completar las proposiciones 
de Arquímedes llevando a cabo demostraciones, resolviendo 
la construcción de las figuras o recorriendo en detalle los 
pasos de determinadas manipulaciones de proporciones —en 
cuyo manejo Arquímedes era tan hábil como parco en pala
bras al explicarlo— . Las aclaraciones son a veces una estu
penda ayuda para el lector; otras, pecan de exceso por entrar 
a detallar lo que cualquier principiante podía conocer sobra
damente; en alguna ocasión Eutocio se confunde —por 
ejemplo, afirmando que son semejantes dos segmentos pa
rabólicos que no lo son (Equilibrio de las figuras planas 8, 
Heiberg III 290, 22-24)— o reconoce que no es capaz en su 
comentario de ir más allá de la perífrasis (Equilibrio de las 
figuras planas 9). Esas deficiencias, sin embargo, no pueden 
utilizarse para despreciar la obra ni para hacer de menos al 
tratadista97 ni para ocultar el hecho de que Eutocio era un

96 De los libros IV al VIII, que Eutocio no comentó, el último se ha 
perdido y los otros tres sólo los conocemos en versión arábiga.

97 Sobre todo si tenemos en cuenta que incluso los más reputados co
mentarios actuales de la obra de Arquímedes recurren a Eutocio —aunque 
no siempre lo citen— para la explicación de determinados pasajes.
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buen conocedor de los textos que comentaba, aunque no 
hallemos en él rasgos ni pretensiones propias de una menta
lidad creativa... salvo la iniciativa de emprender esta tarea. 
Es, además, un erudito que recurre sin pereza a los libros 
antiguos para recopilar las soluciones al problema de Délos, 
para buscar el casi perdido lema de Arquímedes a Esf. cil. II 
4, y que para preparar los Comentarios a las Cónicas de 
Apolonio no tiene empacho en reunir las diversas ediciones 
que circulaban (Apol., II 176, 16 y ss., ed. Heiberg) y leer y 
seleccionar los escolios, sin contar sus referencias a Eucli
des, Ptolomeo, o Gémino. Las menciones de Platón y Aris
tóteles son testimonio de lecturas ajenas a la matemática, 
que resultan más bien parcas.

Pero independientemente de la recreación del personaje 
y su circunstancia vital, lo que en realidad más ha contribui
do a que Eutocio goce del reconocimiento de los matemáti
cos del último siglo y medio es que este estudioso recogió 
una información única y de valor excepcional en relación 
con tres asuntos sobre los que, sin su obra, estaríamos poco 
documentados. El peso de estas cuestiones en el Comentario 
es tal que el espacio que se les dedica sobrepasa con creces 
la mitad del mismo. En primer lugar está la aportación de 
Eutocio a nuestro conocimiento del sistema de cálculo em
pleado por los matemáticos griegos: en la Medida del círcu
lo Arquímedes calcula la relación entre la circunferencia y 
el diámetro de la misma hasta determinarla entre 3 1/7 y 3 
10/71, pero nos ofrece sólo los resultados de sus operacio
nes, y no el desarrollo de las mismas. Con el argumento de 
que la manera de obtener raíces cuadradas ya había sido ex
plicada por Herón, Papo, Teón y otros comentadores de la 
Megálé Syntaxis de Ptolomeo, Eutocio no reproduce los cál
culos, sino que lleva a cabo las multiplicaciones que sirven 
de prueba a las operaciones realizadas por Arquímedes. El
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nivel puede parecer sorprendentemente bajo, pero se han 
señalado datos reveladores sobre lo elemental de las habili
dades medias de cálculo en la Antigüedad. Por ejemplo, en 
el siglo IV  d. C. el funcionario Hermesión copiaba una tabla 
de multiplicar en el mismo cuaderno en que redactaba los 
horóscopos y llevaba las cuentas administrativas; en otro ca
so, del siglo vu, el texto recoge ejercicios aritméticos de ni
vel apenas por encima del muy elemental (tablas de núme
ros fraccionarios —como 1/2 o 1/3— de la serie de los 
números enteros; multiplicaciones del tipo 19x55 o 78x76): 
y la escritura es la de un adulto, no la de un niño98. Estas re
ferencias, procedentes de papiros, han de usarse con la de
bida precaución, dada la falta de contexto en tal clase de do
cumentos, pero han de ser tenidas en cuenta como posibles 
indicios del nivel de conocimientos de los destinatarios del 
comentario de Eutocio. Los cálculos han sido vertidos de la 
notación numérica griega —reconstruida previamente, a su 
vez— con la ayuda de textos hindúes, a la notación arábiga 
primero por Heiberg, para su versión latina de la obra de 
Eutocio, y después por Mugler en su edición bilingüe grie
go-francés, donde el interesado en el detalle de esta cuestión 
puede consultar los originales99. La segunda cuestión rele
vante aparece en el Comentario a E sf cil. II 1, donde se re
cogen las diversas soluciones dadas en la Antigüedad al 
problema de hallar dos medias proporcionales entre dos rec
tas dadas, cuestión en relación directa con la duplicación del 
cubo, uno de los tres problemas clásicos de la matemática

98 Tomo los datos de H. I. M a r r o u , Historia de la Educación en la 
Antigüedad, Buenos Aires, Eudeba, 1965, págs. 190-192 y nn. correspon
dientes, en págs. 469 y 470.

99 Para detalles sobre estas ediciones, cf. Bibliografía.
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griega100, también llamado «problema délico» o «problema 
de Délos». El tercer asunto de especial interés procede del 
Comentario a Esf. cil. II 4: en el transcurso de la demostra
ción de ese teorema surge la necesidad de una construcción 
que requiere la resolución del equivalente geométrico de 
cierto tipo de ecuación cúbica. Arquímedes promete en su 
texto resolver ese punto al final, pero no aparece el lema co
rrespondiente. Eutocio, tras haber buscado insistentemente 
la solución de ese punto concreto, la recupera tomándola de 
un manuscrito antiguo que, en su opinión, puede ser la pro
pia solución prometida por Arquímedes, ya que el texto está 
en el dialecto dórico de Arquímedes, no obstante lo cual 
aporta también soluciones propuestas por otros matemáticos.

Las soluciones a los dos últimos problemas que Eutocio 
recoge proceden de obras que, en su mayor parte, no se nos 
han conservado, lo que les confiere gran interés para la his
toria de la matemática griega: ésa es la razón que nos ha 
movido a incluir esos textos como acompañamiento a la 
presente traducción de la obra de Arquímedes.

El problema délico

La cuestión de hallar dos medias proporcionales entre 
dos rectas dadas se remonta muy atrás en el tiempo; incluso, 
según relata una carta atribuida a Eratóstenes, a la época 
homérica —antes de que los griegos hubieran pensado en 
rectas, curvas ni números de ninguna clase— , cuando Mi
nos, el mítico rey de Creta, al ver el túmulo levantado en 
honor de su hijo Glauco, lo encontró demasiado pequeño y

100 Sobre este punto pueden consultarse B o y e r , Historia de la mate
mática, págs. 97-105, H e a t h , HGM, vol. I, págs. 220-270 y P. O r t i z  

G a r c í a , «Problemas clásicos y soluciones imaginativas», en J. L. A r c a z  

y M. M o n t e r o  (eds.), Hombre y  naturaleza. El nacimiento de la ciencia y  
la técnica en el mundo clásico, Madrid, SEEC, 2004.
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encargó al arquitecto que lo duplicara. El arquitecto duplicó 
el lado y, lógicamente, la superficie resultó el cuádruple y el 
volumen ocho veces más. Minos entonces llamó a los geó
metras para que hallaran la forma de resolver el problema y 
éstos intentaron resolverlo tomando como figura base la de 
un cubo; por eso al problema empezó a llamársele «duplica
ción del cubo», pero la verdad es que no es que los geómetras 
no supieran resolverlo: es que no sabían ni cómo plantearlo. 
Hipócrates de Quíos fue el primero al que se le ocurrió la 
reducción101 del problema que daría a éste su forma clásica: 
si se hallaba el medio de tomar dos medias proporcionales 
en proporción continua entre dos líneas rectas, de las cuales 
la mayor fuera el doble que la menor, se podría hallar, dada 
la arista de un cubo, la arista de otro cubo doble del prime
ro; es decir, que si se hallaban dos medias proporcionales, 
del tipo a : x = x : y  = y : 2a, la arista del cubo doble del 
propuesto sería x. Esta reducción fue adoptada por todos los 
matemáticos posteriores que se dedicaron a este problema, 
que ni siquiera así era sencillo. Más adelante —sigue con
tando el relato—  los delios fueron a consultar el oráculo de 
Apolo para librarse de una peste que les aquejaba y recibie
ron de éste la orden de duplicar el altar: de ahí el otro nom
bre de «problema delio» o «problema de Délos» con que se 
le conoce. Pero a los delios les pasó lo que al arquitecto de 
Minos y pensaron que, si mandaban traer a los geómetras de 
la Academia de Platón, éstos darían con la respuesta; otra 
versión de la carta de Eratóstenes102 dice que Platón les res
pondió que el oráculo quería decir no que el dios deseara un 
altar el doble de grande, sino que quería avergonzar a los 
griegos por su desprecio de las matemáticas.

101 A este recurso de reducir un problema a otro cuya solución parece 
más factible se le daba en griego el nombre de apagöge.

102 Conservada en T e ó n  d e  E s m i r n a , 2 H i l l e r .



INTRODUCCIÓN GENERAL 83

El relato, sumamente ameno, no contiene más noticias 
fidedignas que la reducción efectuada por Hipócrates y la 
noticia de que los geómetras de la Academia se ocuparon de 
la cuestión. Pero el caso es, en último término, que Arquí
medes, cuando se le presenta el problema, lo resuelve con 
un «Hágase», sin ofrecer lemas ni remitir a demostraciones 
posteriores: porque para Arquímedes y sus contemporáneos 
la solución debía de ser conocida suficientemente. Sin em
bargo, en el tiempo que medió entre la redacción de las 
obras de Arquímedes y su lectura por Eutocio, se había ol
vidado la cuestión hasta tal punto que Eutocio recoge doce 
soluciones debidas a once matemáticos (a Menecmo se le 
atribuyen dos), pero no cierra el asunto presentando como 
canónica ninguna de ellas, a pesar de las notables diferen
cias de enfoque y calidad matemática existentes entre las 
mismas.

Los autores de esas soluciones son, en el orden que Eu
tocio nos presenta sus trabajos, los siguientes: Platón, He- 
rón, Filón de Bizancio, Apolonio, Diocles, Papo, Esporo, 
Menecmo, Arquitas, Eratóstenes y Nicomedes. Eutocio afir
ma haber leído también una solución atribuida a Eudoxo, 
pero cuenta que la rechazó porque «en el proemio afirma 
haberlo descubierto mediante líneas curvas, mientras que en 
la demostración no sólo no ha usado las líneas curvas sino 
que, además, tras hallar una proporción discreta, la usa co
mo si fuera continua, cosa que no era de sospechar no digo 
ya en Eudoxo, sino en cualquiera de los medianamente ver
sados en geometría».

De las soluciones recogidas por Eutocio, algunas son idén
ticas, como ocurre con las de Herón, Filón y Apolonio103. A

103 La solución que Eutocio atribuye a Apolonio (activo en la segunda 
mitad del siglo m a. C.) parece impropia del autor de las Cónicas, sobre 
todo si se tiene en cuenta que Papo (Collectio Mathematica III 21) atribu
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veces están doblemente testimoniadas: tal es el caso de la 
atribuida a Herón104, y la de Nicomedes105. Las soluciones 
que nos transmite Eutocio como de Esporo y Papo son, en 
realidad, la misma que la de Diocles, con la única diferencia 
de que Esporo y Papo recurren a una construcción de neüsis 
mientras que Diocles había recurrido a una curva inventada 
por él, la cisoide106. Para el resto de las soluciones, Eutocio 
es testimonio único. Entre ellas, las de Platón y Eratóstenes 
son soluciones instrumentales, más emparentadas con las ta
reas manuales —con la ingeniería, habría que decir en el ca
so de Eratóstenes, a la vista de sus pretensiones—  que con 
las matemáticas, puesto que están enfocadas directamente a 
la construcción de mecanismos que resuelvan el problema. 
Precisamente por esa aplicación menestral difícilmente po

ye a Apolonio — sin reproducir la demostración— una solución exacta 
mediante intersecciones de cónicas. Filón de Bizancio, continuador de Cte- 
sibio, se ocupó sobre todo de cuestiones de mecánica, no de matemáticas, 
aunque no despreciara la parte teórica de los asuntos. En cuanto a Herón 
(datación dudosa entre los siglos i a. C. y i d. C.), escribió obras de mecá
nica y de matemáticas — dedicadas éstas últimas sobre todo a la resolución 
de problemas prácticos— . A la vista de las fechas, Heiberg sospecha que 
Herón pudo tomar tomar la solución de un autor anterior; a ese argumento 
habría que sumar —añado—  la tendencia de los autores antiguos a no citar 
sus fuentes.

104 El texto de la solución de Herón se nos ha conservado en los Belo- 
poeiká y en la Introducción a la mecánica — aunque de esta obra, salvo 
fragmentos, sólo poseemos la versión árabe— . Papo reproduce la segunda 
de las versiones mencionadas (Collectio Mathematica III 62-64).

105 V. P a p o , Collectio Mathematica III 58-62 y IV 246-250. De Nico
medes (π a. C.?) no se nos han conservado más noticias que las aquí refe
ridas.

106 V. P a p o , Collectio Mathematica III 64-68 y VIII 1070-1072. E s 
p o r o  ( ι- i i  d. C.) fue autor de unos Kerla; P a p o  (ιπ-ιν d. C.) es conocido 
sobre todo por su Colección matemática. De D io c l e s  ( i i  a. C.) sabemos 
que fue el inventor de la cisoide y autor de un tratado perdido Sobre espe
jos ustorios.
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demos admitir como auténtica la que se atribuye a Platón, 
de quien sabemos por el testimonio de Plutarco que recha
zaba toda asimilación de los entes matemáticos abstractos 
con la realidad tangible107 y que se quejaba de Eudoxo y 
Arquitas porque éstos, al haber usado recursos materiales 
para este problema, habían vuelto la geometría de lo inteli
gible a lo sensible.

Es fácil obseivar que los textos que recoge Eutocio pro
ceden de todos los períodos de la historia de la matemática 
griega, desde los de Arquitas y Platón, de principios del si
glo TV a. C., hasta los de Esporo y Papo, del siglo iv d. C. 
Cuesta trabajo discernir el criterio seguido para la presenta
ción, pero quizá el orden en que nos los ofrece tenga que ver 
con la antigua clasificación de los problemas en «planos», 
«sólidos» y «lineales». Problemas planos son los que pue
den resolverse mediante regla y compás, y en esa clase ha
bría incluido Eutocio seis de las siete primeras solucio
nes 10S, que se desarrollan en el plano y resuelven la cuestión 
«con regla y compás», recurriendo a las construcciones de 
neûsis. Para nosotros ese método es a todas luces insuficien
te, pero los matemáticos griegos parecen haberlo aceptado 
sin grandes remordimientos. Problemas sólidos son los que

107 Vida de Marcelo 14 y Charlas de sobremesa VII 2, en donde po
demos leer: «Y por eso el propio Platón reprochaba a los círculos de Eu
doxo y Arquitas y Menecmo que intentaran reducir la duplicación de un 
sólido a construcciones instrumentales y mecánicas, como si pretendieran 
tomar, según parece, dos medias proporcionales mediante un recurso no 
racional. Pues decía que esto era echar a perder y corromper la bondad de 
la geometría, haciendo su camino hacia abajo, hacia lo sensible, en vez de 
llevar hacia arriba y comprender las imágenes eternas e incorpóreas junto 
a las cuales está la divinidad y es siempre divinidad».

108 La primera de las soluciones ofrecidas, la de Platón, podría ocupar 
el primer lugar atendiendo a un criterio a la vez cronológico y de auto
ridad.
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se sirven de las secciones cónicas para su resolución, y a es
te tipo pertenecen las soluciones de Menecmo, que se des
arrollan mediante intersecciones de cónicas y que, para los 
matemáticos actuales, son las únicas que cumplen los requi
sitos de rigor y precisión exigibles. A éstas siguen las solu
ciones que tratan el problema como lineal, es decir, del tipo 
de los que requieren curvas más complejas que las cónicas 
para su resolución: la de Arquitas, a la vez complicada y 
original, que lleva a cabo la intersección de un semicilindro, 
un cono y un toro para hallar la recta requerida, la de Era- 
tóstenes, que trata el problema desde los puntos de vista de 
la resolución práctica que exige la ingeniería y de la teoría 
matemática, y la de Nicomedes, que pretende resolver el 
problema mediante la concoide, curva inventada por él y 
que es una de las pocas curvas trascendentes de la matemá
tica griega.

La ecuación de tercer grado

En la demostración correspondiente a E sf cil. II 4, cor
tar una esfera de manera que los segmentos resultantes guar
den entre sí una proporción dada, es preciso, llegado deter
minado momento, resolver el siguiente problema: dado un 
segmento AB, otro segmento C y un área D, cortar AB por 
un punto X de tal modo que XB : C = D : AX2; ahora bien, 
para llevar a cabo esa construcción es menester servirse de 
una ecuación cúbica109; Arquímedes promete resolver ese 
punto al final, pero al final no figura lo prometido; Eutocio 
se interesó, en tanto que matemático, por la resolución del 
lema y, en tanto que aficionado a los libros, por el propio 
texto arquimedeo del lema, y anduvo investigando hasta que

109 El estudio más detallado que conozco aparece en H e a t h  (HGM, 
123-141).
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halló en un libro antiguo «unos teoremas escritos con no po
ca falta de claridad por causa de las incorrecciones y con 
muy variados errores en las figuras, pero que contenían el 
fundamento de lo que se investigaba y que, por otro lado, 
conservaban en parte el dialecto dorio habitual en Arquíme
des, y estaban escritos con la terminología usual de la anti
güedad, llamando a la parábola ‘sección de un cono rectán
gulo’ y a la hipérbola ‘sección de un cono obtusángulo’»; 
por ello creyó que podría ser el lema prometido por Arquí
medes. Le pareció difícil seguir el texto en el estado en que 
lo encontró, y por eso decidió escribirlo «en un lenguaje 
más comente y más claro en la medida de lo posible». A tí
tulo exegético, ofrece también las soluciones que dieron al 
problema otros dos matemáticos, Dionisodoro y Diocles.

Dionisodoro, al no encontrar modo de resolver el lema 
cuya demostración faltaba en los manuscritos de Arquíme
des, optó por enfrentarse no al lema, sino al conjunto del 
problema de cortar una esfera dada de manera que los seg
mentos resultantes guarden entre sí la razón dada, tratándolo 
como problema sólido y recurriendo a la intersección de una 
parábola y una hipérbola.

Diocles se aplica al lema perdido y lo resuelve, también 
él, como problema sólido, mediante la intersección de una 
elipse y una hipérbola.

Principales ediciones y  traducciones

El texto, que no figura en el palimpsesto, está recogido 
en los códices DEGH, derivados de A, y en la versión latina 
de Moerbeke; disponemos, además, de un excelente manus
crito del siglo x (Viat. Graec. 204, siglado W). Es innegable 
en el texto de Eutocio la presencia de interpolaciones —pro
bablemente introducidas en el siglo ix, en la época de León
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el Matemático— , pero en general se nos ha conservado en 
buen estado.

Habitualmente se ha editado y traducido junto con las 
obras de Arquímedes, aunque no todas las versiones de Ar
químedes incluyan los Comentarios. La edición más impor
tante es, igual que para Arquímedes, la de Heiberg. Conta
mos con traducciones al francés (Ver Eecke, Mugler) y al 
inglés (Netz). La selección de pasajes que ahora presenta
mos será, aunque parcial, la primera traducción de Eutocio 
al castellano. Hay que reseñar, en cualquier caso, que tanto 
Eutocio como sus obras han recibido relativamente poca 
atención. Ya vemos que las traducciones son escasas; no 
hay ningún estudio de conjunto sobre sus Comentarios —lo 
más parecido es el artículo de Clagett en el Dictionary o f  
Scientific Biography—... Por no tener, no tenemos ni un in
dice completo de los nombres propios que figuran en su 
obra —los volúmenes de Heiberg que contienen la obra de 
Apolonio y el correspondiente Comentario de Eutocio no 
incluyen índices— y rara vez aparece su epígrafe en las bi
bliografías anuales de L ’Année Philologique. Es de esperar 
que los trabajos de Netz y este primer intento en español de 
aproximación a su obra susciten el interés de otros estudio
sos y veamos completarse nuestro conocimiento sobre este 
personaje, tenido habitualmente por segundón, pero cuya 
importancia en la recepción de las obras de Arquímedes y 
Apolonio es innegable.

NOTA TEXTUAL

Para la presente traducción hemos seguido tanto el texto 
como las ilustraciones de Heiberg sin otras alteraciones que 
alguna corrección de errata material que hemos hecho cons-
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tar en nota al pasaje correspondiente. Siguiendo a Heiberg 
también en esto, hemos incluido entre corchetes cuadrados 
en el cuerpo del texto las referencias a demostraciones que 
justifican los asertos de Arquímedes, considerando que para 
el matemático esas referencias pueden ser de gran utilidad y 
para el filólogo son una muestra del cuidado minucioso em
pleado por el editor.

Por otro lado, una forma de corrupción de los textos que 
se da con relativa frecuencia es la inclusión de escolios o 
glosas en el cuerpo del mismo. Tal fenómeno es especial
mente frecuente y abundante en los textos matemáticos: el 
lector atento de un manuscrito incluye a veces en los már
genes, para sí o para sus discípulos, breves indicaciones que 
aclaran un pasaje de difícil comprensión, o remite a otra 
demostración u otra obra en la que se prueba determinado 
aserto utilizado en una demostración concreta, o repite una 
referencia a los elementos del diagrama empleado; sus glo
sas marginales se unen a las del estudioso que ha empleado 
más de un manuscrito y ha corregido el uno sirviéndose del 
otro. Sin entrar en labor de crítica, copia todo lo que en
cuentra, y así se llega a un texto alterado en el que distinguir 
el original de las glosas es aún más difícil que en el preexis
tente. Los modos de edición tradicionales suelen marcar la 
seclusion de lo que se sospecha que puedan ser glosas de 
ese tipo poniendo esa parte del texto entre corchetes cuadra
dos, y así actúa también Heiberg, manteniendo entre corche
tes cuadrados en el cuerpo del texto los pasajes que considera 
espurios. Esta labor crítica, aunque discutible puntualmente, 
representa un intento de aproximación al texto original que 
resulta especialmente fiable dada la experiencia de su autor, 
editor no sólo de Arquímedes, sino también de Euclides y 
Apolonio, y la calidad de su trabajo en materia de paleogra
fía y crítica de los textos.
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El resultado de ese trabajo de depuración del texto ha 
producido diversos resultados en las traducciones a las len
guas modernas: Heiberg omite esos pasajes en su traducción 
latina; Mugler, que suele coincidir con Heiberg en los pasa
jes secluidos, los incluye en la traducción sin marcarlos; 
Netz opta también por incluirlos en su traducción, pero con
servando los corchetes y discutiendo en el comentario los 
pasajes en cuya valoración difiere. Echando también noso
tros nuestro cuarto a espadas, y con la intención de ofrecer 
las demostraciones de Arquímedes en la forma más pura 
que hasta ahora se ha podido reconstruir —a falta de mejor 
edición griega—, hemos preferido omitir esos pasajes en el 
cueipo del texto, pero los ofrecemos en cursiva en notas a 
pie de página en la idea de que el lector podrá así aproxi
marse mejor al estado original del texto en los manuscritos. 
A la vez, hemos renunciado a todo debate de carácter tex
tual, que queda fuera de las pretensiones de esta colección y 
que encuentra su lugar más bien en las versiones comenta
das, los artículos eruditos o la confección de una nueva edi
ción.

En cuanto a la cuestión de la literalidad de la presente 
traducción, hemos hecho ya exposición de nuestra postura 
en los apartados relativos a la terminología y a la teoría de 
proporciones. Se trata de una cuestión repetidamente discu
tida en relación con los textos matemáticos griegos, como lo 
prueba la presencia constante de apartados dedicados a tal 
materia en las introducciones a las versiones en lenguas mo
dernas: a nuestro entender, el texto griego no está lleno de 
«sobreentendidos» que deban ser incluidos entre corche
tes110, como ofreciendo excusas por su presencia; lo que

110 Opinión que compartimos, por ejemplo, con Mugler; otros traduc
tores, sin embargo, como Netz, se inclinan a favor de la postura contraria.
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ocurre más bien es que la lengua griega disponía de unas 
armas gramaticales que favorecían la expresión abreviada 
de la terminología matemática mediante la sustantivación 
del epíteto o del sintagma preposicional —igual que en el 
lenguaje corriente disponía de desinencias para la expresión 
de las personas gramaticales que excusaban la repetición del 
sujeto de la oración— . El español no dispone ni de tres gé
neros gramaticales ni de tanta facilidad para la sustantiva
ción, por lo que la terminología matemática no es tan conci
sa: así son las cosas. Y nos parece que lo más razonable, en 
esa situación, es procurar conservar las formas de expresión 
habitual mediante oteas lo más próximas posible, a sabien
das de que el razonamiento matemático griego se basa en lo 
geométrico y no en lo algebraico, y que al lector le costará 
una docena de teoremas habituarse a esas formas de expre
sión y razonamiento.

Por último, aclaremos que las citas del texto de Arquí
medes se refieren siempre a la edición de Heiberg-Stamatis: 
volumen (en romanos), página y línea (en arábigos).

El profesor Mariano Martínez, de la Facultad de Mate
máticas de la Universidad Complutense, ha tenido la amabi
lidad de leer el volumen; sus sugerencias han contribuido a 
pulir este trabajo, y por ello deseo expresarle mi más profun
do agradecimiento.



BIBLIOGRAFÍA

Repertorios bibliográficos

J. L. B e r g g r e n ,  «History of Greek Mathematics: A Survey of 
Recent Research », Historia Mathematica 11 (1984), 394-410. 

F. J. D u a r t e ,  Bibliografía: Euclides Arquímedes Newton, Cara
cas, Academia de Ciencias Físicas, Matemáticas y Naturales, 
1967.

W. R. K n o r r . ,  «Archimedes after Dijksterhuis. A guide to recent 
studies» [En apéndice a D i j k s t e r h u is  (1987)].

J. N eu , «One hundred and ninth bibliography of the history of sci
ence and its cultural influence», Isis 75, 5 (1984), 1-206.

A. P r o c is s i ,  «Bibliografía della matematica greca antica», Bolleti- 
no di Storia delle Scienze Matematiche 1 (1981), 7-149.

También I. S c h n e i d e r  (1979, págs. 177-196) ofrece un am
plio apartado bibliográfico y la revista Isis publica habitualmente 
artículos de novedades bibliográficas sobre la historia de la ciencia 
y su influencia cultural.

Ediciones

J. G e c h a u f f ,  Archimedis... Opera quae quidem exstant omnia...; 
nuncque primum et Graece et Latine edita. Adiecta quoque 
sunt Eutocii Ascalonitae in eosdem Archimedis libros Com
mentaria item Graece et Latine, numquam antea excusa, Basi- 
lea,1544.



94 ARQUÍMEDES. EUTOCIO

F. COMMANDINO, Archimedis Opera non nulla a — nuper in latino 
conversa, et commentariis illustrata, Venecia, 1558.

F. M a u r o l i c o ,  Admirandi Archimedis Syracusani Monumenta 
omnia mathematica quae exstant..., Palermo, 1685.

D. R i v a u l t ,  Archimedis opera quae exstant novis demonstratio
nibus commentariisque illustrata, Paris, 1615.

J. T o r e l l i ,  Archimedis quae supersunt omnia cum Eutocii Asca- 
lonitae Commentariis ex rec. — cum nova versione Latina, 
Oxford, 1792.

J. L. H e ib e r g , Archimedis opera omnia cum commentariis Euto
cii, Leipzig, Teubner, 1913 (3 vols.).

J. L. H e ib e r g , E. S t a m a t i s ,  Archimedis opera omnia cum com
mentariis Eutocii, Stuttgart, Teubner, 1972 (3 vols.).

Ch. M u g l e r ,  Archimède, Paris, Les Belles Lettres, 1971 (4 vols.; 
incluye los Comentarios de Eutocio).

E. S t a m a t i s ,  Archimédous hápanta, 4 vols. Texto antiguo con
traducción al griego moderno y comentario, Atenas, 1970- 
1974.

Traducciones

A. C z w a l i n a ,  Archimedes. Werke, con traducción y notas a cargo 
de — , con dos apéndices: Kreismessung, traducido por F. Ru- 
dio, y Des Archimedes Methodenlehre von den mechanischen 
Lehrsätzen, traducido por J. L. Heiberg y comentado por H. G. 
Zeuthen, Stuttgart, 19723.

E. J. D ij k s t e r h u is ,  Archimedes. With a new bibliographical essay 
by W. R. Knorr, Princeton, Princeton University Press, 1987.

A. F r a j e s e , Archimede, Opere, Turin, 1974.
Τ η . H e a t h ,  The Works o f Archimedes y  The Method o f  Ar

chimedes, Nueva York, Dover, 2002 (rp. de la ed. del912).
R. N e t z ,  The Works o f  Archimedes, translation and commentary. 

Vol. I: The two Books On the Sphere and the Cylinder, Cam
bridge, Cambridge University Press, 2004 (contiene también 
la traducción del Comentario de Eutocio a los dos libros Sobre 
la esfera y  el cilindro).



BIBLIOGRAFÍA 95

P. V e r  E e c k e ,  Les œuvres complètes d ’Archimède, Paris, Blan
chard, 1921 (sin Eutocio); la segunda edición (Lieja 1960), 
con los Comentarios de Eutocio.

Estudios

J. B a b in i ,  Arquímedes, Buenos Aires, Espasa Calpe,1948.
J. L. B e r g g r e n ,  «A lacuna in Book I Archimedes’ Sphere and 

Cylinder», Historia Mathematica 4 (1977), 1-5.
C. B . B o y e r ,  A history o f Mathematics = Historia de la matemáti

ca, trad. M. Martínez Pérez, Madrid, Alianza, 1999.
M. C l a g e t t ,  «The Impact of Archimedes on Medieval Science», 

Isis 50 (1959), 419-429.
—, Science o f  Mechanics in the Middle Ages, Madison, University 

of Wisconsin Press, 1959.
— , Archimedes in the Middle Ages, 5 vols. Madison 1964, Filadel- 

fia, 1976, 1978, 1980, 1984.
—, art. «Archimedes», en C h . C. G i l l i s p i e ,  Dictionnary o f Scien

tific Biography, Nueva York, Charles Scribner’s Sons, 1981.
M. D e c o r p s - F o u l q u i e r ,  Recherches sur les Coniques d Apolle

mos de Pergé et leurs commentateurs grecs, Paris, Klinck- 
sieck, 2000.

A . G . D r a c h m a n n ,  The Mechanical Technology o f  Greek and 
Roman Antiquity, Copenhague, Munksgaard, 1963.

—, «Fragments from Archimedes in Heron’s Mechanics», Cen
taurus 8 (1963), 91-146.

A . F a v a r o ,  Archimede, Roma, 1923.
A. F r a je s e ,  «Archimedea» Cultura e Scuola 55 (1975), 190-196.
J.-L. G a r d ie s ,  Le raisonnement par Γabsurde, París, Presses Uni

versitaires de France, 1991.
Ch. C. G i l l i s p i e  (ed.), Dictionary o f scientific biography, Nueva 

York, Charles Scribher’s Sons, 1981, 10 vols.
T h . H e a t h ,  A History o f  Greek Mathematics, Nueva York, Dover, 

1981 (reimpresión de la ed. de Oxford 1921), dos vols.
I. L. H e ib e r g ,  Geschichte der Mathematik und Naturwissen

schaften im Altertum, Munich, 1925.
—, «Eine neue Archimedesschrift» Hermes 42 (1907), 235 y ss.



96 a r q u ím e d e s . e u t o c i o

A. J o n e s , art. «Greek Applied Mathematics» en I. G r a t t a n -  

G u in n e s s  (ed.), Companion Encyclopedia o f the History and 
Philosophy o f the Mathematical Sciences, Baltimore, John 
Hopkins University, vol. I, págs. 58-63.

A. P. K a z h d a n ,  The Oxford Dictionary o f Byzantium, Oxford, 
Oxford University Press, 1991 (3 vols.).

W. R. K n o r r ,  «Construction as Existence Proof in Ancient Geo
metry», Ancient Philosophy (1983), 125-148.

—, The Ancient Tradition o f Geometric Problems, Nueva York, 
Dover, 1993 (rp. de la ed. de Boston, 1986).

— , «Archimedes and the elements. Proposal for a revised chrono
logical ordering of the Archimedean Corpus» Archiv fo r  His- 
toiy o f Exact Sciences 19 (1978), 211-290.

—, Textual Studies in Ancient and Medieval Geometry, Boston, 
Birkhäuser,1989.

A. K o y r é ,  «Galileo and Plato», en Metaphysics and Measure
ment. Essays in Scientific Revolution, Suiza (et al.), Gordon 
and Breach, 19682.

T. K r is c h e ,  «Die Rolle der Magna Graecia in der Geschichte der 
Mechanik», Antike und Abendland 41 (1995), 60-71.

W. R. L a ir d ,  «Archimedes among the humanists» Isis 82 (1991), 
629-638.

G. L o r ia ,  Le scienze esatte nella antica Grecia, Milán 1914.
J. M o g e n e t ,  Introduction à TAlmageste, Bruselas, 1956.
C h . M u g l e r ,  Dictionnaire historique de la terminologie géomé

trique des grecs, Paris, Klincksieck,1958-59.
R . N e t z ,  The Shaping o f Deduction in Greek Mathematics: a 

Study in Cognitive History, Cambridge, Cambridge University 
Press, 2000.

O. N e u g e b a u e r ,  A history o f ancient mathematical astronomy, 
Nueva York, 1975.

P a p o  d e  A le j a n d r ía ,  Collectionis quae supersunt, ed. F. H u l t s c h ,  

Amsterdam 1965.
J. R e y  P a s t o r  y J. B a b in i ,  Historia de la Matemática (vol. 1 : De 

la Antigüedad a la Baja Edad Media), Barcelona, Gedisa, 
1985.



BIBLIOGRAFÍA 97

P. L. R o s e , The Italian renaissance o f mathematics: studies on 
humanists and mathematicians from Petrarch to Galileo, Gi
nebra, 1975.

I. S c h n e id e r ,  Archimedes: Ingenieur, Naturwissenchaftler und 
Mathematiker, Darmstadt, Wissenschaftliche Buchgesellschaft, 
1979.

E. S. S t a m a t i s ,  «Αρχιμήδεια» I, Π λάτω ν  19 (1967).
—, «Tà kavstikà kátoptra tou Archimédous, avec une bibliogra

phie des œuvres de l’auteur». Atenas, Paraschou 3 (1982), 39 
págs.

P. T a n n e r y ,  Mémoires scientifiques, (J. L. Heiberg y  H. C. Zeu
then, eds.), Paris 1912.

P. T h u i l l i e r ,  De Arquímedes a Einstein. Las caras ocultas de la 
invención científica, 2 vols., Madrid, Alianza, 1990.

B. V i t r a c ,  «A propos de la chronologie des œuvres d’Archimè- 
de», en G iu l la u m in ,  J.-Y. (ed.): Mathématiques dans l ’Anti
quité, Mémoires du centre Jean Paleme num. 11, Saint-Étienne, 
Publications de l'Université de Saint-Étienne, 1992.

N. G. W ils o n ,  Scholars o f Byzantium, Londres, Duckworth, 1983.
—, «Archimedes: the Palimpsest and the Tradition» Byzantinische 

Zeitschrift 92, 1 (1999), 89-101.

Armauirumque
Scriptorium 1



SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

ARQUÍMEDES



INTRODUCCIÓN

La obra que hoy conocemos bajo el título de Sobre la 
esfera y  el cilindro y que consideramos formada por dos li
bros no fue concebida por Arquímedes como un tratado úni
co1, como ponen de relieve las cartas que preceden a cada 
uno. El primero de ellos, el Libro I, responde a la intención 
de Arquímedes de dar a conocer a la comunidad alejandrina 
sus estudios sobre ciertos «teoremas dignos de mención» de 
los que se estuvo ocupando después de haberle enviado a 
Dosíteo los relativos a la cuadratura de la parábola, es de 
contenido fundamentalmente teórico y tiene por objeto es
tudiar las propiedades métricas fundamentales de la esfera 
y el casquete esférico, que el propio Arquímedes resume con 
el estilo sencillo, directo y conciso característico de sus car
tas: primero, que la superficie de toda esfera es el cuádruple 
del círculo máximo de los que hay en ella; luego, que la su
perficie de todo casquete esférico es igual a la del círculo 
cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice del 
casquete a la circunferencia del círculo que sirve de base al 
casquete; además de éstos, que en toda esfera, el cilindro 
que tiene su base igual al círculo máximo de los de la esfera

1 Así lo ha puesto de relieve N e t z , op. cit., págs. 18-19 y 25.
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y una altura igual al diámetro de la esfera, es él mismo una 
vez y media la esfera y su superficie una vez y media la de 
la esfera.

El Libro II, por su parte, fue redactado por Arquímedes 
para responder a una petición de Dosíteo y recoge las «de
mostraciones de unos problemas» que Arquímedes había 
enviado previamente a Conón sin resolver. En su respuesta, 
Arquímedes adelanta a Dosíteo que «la mayor parte de ellas 
(scil, «de las demostraciones») se redactan por medio de los 
teoremas cuyas demostraciones te mandé antes: que la su
perficie de la esfera entera es el cuádruple del círculo 
máximo de los de la esfera y que la superficie de todo cas
quete esférico es igual a un círculo cuyo radio es igual a la 
recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunfe
rencia de la base y que en toda esfera el cilindro que tiene 
por base el círculo máximo de los de la esfera y la altura 
igual al diámetro de la esfera es él mismo, en magnitud, una 
vez y media la esfera, y su superficie es una vez y media la 
superficie de la esfera, y que todo sector sólido es igual al 
cono que tiene por base un círculo igual a la superficie del 
casquete de esfera del sector y la altura igual al radio de la 
esfera».

Probablemente esa coincidencia de fondo en los conte
nidos fue la que hizo que desde la Antigüedad — aunque no 
podemos precisar mucho las fechas— hayan sido conside
rados como dos partes de un todo y se hayan transmitido 
conjuntamente: Eutocio los conoció ya en esas condiciones, 
y sus Comentarios a estos escritos incluyen las expresiones 
«Libro I» y «Libro II».

El Libro I, que comprende 44 proposiciones, ofrece una 
estructura clara en la que podemos distinguir dos partes, la 
primera de carácter introductorio y la segunda centrada en 
los teoremas fundamentales objeto de estudio. La parte in-
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troductoria está formada por la carta ya mencionada, seis 
definiciones y cinco postulados de carácter axiomático —que 
siguen despertando la admiración de los matemáticos por su 
sencillez y su genialidad— más las proposiciones 1-22. La 
proposición 1 completa los asertos de la parte axiomática; 
las proposiciones 2-6 se ocupan de problemas de construc
ción de líneas o figuras desiguales que guarden entre sí una 
proporción menor que la que guardan entre sí otras figuras 
desiguales dadas; las proposiciones 7-12 comparan las áreas 
parciales —laterales o no— de conos y cilindros con las de 
pirámides o paralelepípedos semiinscritos o semicircunscri- 
tos a ellos2; las proposiciones 13-20 se ocupan de la medida 
de conos, cilindros y rombos sólidos3: áreas laterales del 
cono, el cilindro y el tronco de cilindro en relación con los 
círculos que les sirven de base, volumen del rombo sólido y 
de ciertas figuras cónicas derivadas del mismo; 21 y 22 es
tudian la proporcionalidad de las cuerdas trazadas de deter
minada manera en el polígono inscrito en el círculo y en el 
segmento circular en relación con el diámetro del círculo o 
la altura del segmento. Todas estas proposiciones tienen en 
mayor o menor medida carácter instrumental a efectos de lo

2 Somos conscientes de estar empleando un neologismo para describir 
las figuras con las que Arquímedes trabaja. Por ejemplo: una pirámide 
«semicircunscrita» se obtendría seccionando verticalmente el cono me
diante un plano que pase por su vértice y usando el triángulo resultante 
como uno de los lados de la pirámide, la cual se completa con los triángu
los construidos sobre tangentes —que han de cortarse entre sí— al círculo 
que sirve de base al cono; la semiinscrita se completaría, tras la sección 
del cono, construyendo triángulos sobre cuerdas del círculo que sirve de 
base al cono, cuerdas que han de cortarse entre sí en un punto de la circun
ferencia de dicho círculo.

3 El rombo sólido es la figura formada por dos conos que tienen como 
base el mismo círculo, cuyos ejes están en la misma recta y cuyos vértices 
están cada uno a un lado del círculo que les sirve de base.
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tratado en la segunda parte, que es la que contiene las cues
tiones fundamentales del tratado: en 23-34 se demuestra que 
la superficie de la esfera es igual al cuádruple del círculo 
máximo de la misma y que el volumen de la esfera es el 
cuádruple del cono que tiene por base su círculo máximo y 
por altura el radio de la esfera; para ello se recurre a la com
paración entre la esfera y los sólidos inscritos o circunscri
tos a ella generados por revolución de un polígono regular y 
de número par de lados o por revolución de un polígono re
gular cuyo número de lados sea múltiplo de cuatro; las pro
posiciones 35-44 estudian por el mismo método lo relativo a 
los casquetes esféricos y al sector esférico.

Si los resultados obtenidos en este Libro I fueron el ma
yor motivo de orgullo para Arquímedes —recuérdese que 
pidió que fueran inscritos en su tumba—, lo que más admi
ración despierta entre los matemáticos es el elevado grado 
de generalización que alcanza en los axiomas.

En el Libro II encontramos seis problemas —las propo
siciones 1, 3, 4, 5, 6 y 7— y tres teoremas —las proposicio
nes 2, 8 y 9— . En los teoremas estudia el volumen del cas
quete esférico (prop. 2) y la aproximación a la razón en 
volumen de los casquetes cortados en una esfera mediante 
un plano que no pase por el centro (prop. 8) y demuestra 
que, a igualdad de superficie, el hemisferio es el mayor de 
los segmentos posibles en la esfera (prop. 9). En cuanto a los 
problemas, la prop. 1 tiene por objeto construir una esfera 
igual a un cono o un cilindro dado, y las restantes se ocupan 
de la obtención de casquetes esféricos que cumplan deter
minadas condiciones de igualdad o proporcionalidad en su
perficie, en volumen o en ambas cosas.

Los resultados obtenidos en este Libro II son de trascen
dencia matemática mucho menor que los del Libro I, pero el 
desarrollo de las proposiciones es sumamente complejo. El
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Comentario de Eutocio, que respecto al Libro I se compone 
en su mayor parte «de una colección de glosas mínimas que 
explican de modo selectivo detalles de la argumentación 
matemática», es en el caso del Libro II «es un trabajo muy 
meticuloso» que «se encuentra entre las obras más intere
santes producidas por los comentaristas matemáticos de la 
antigüedad tardía»4.

4 Los entrecomillados proceden de N e t z , op. cit., pág. 19.
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Arquímedes a Dosíteo, ¡salud!
De las proposiciones que había estudiado redacté y te 

envié antes con su demostración la'de que todo segmento 
comprendido por una recta y una parábola es cuatro tercios 
del triángulo que tiene la misma base y la misma altura que 
el segmento *.

Como después se me ocurrieron teoremas dignos de men
ción, me he estado ocupando en sus demostraciones. Y son 
éstos: primero, que la superficie de toda esfera es el cuádru
ple del círculo máximo de los que hay en ella2; luego, que la 
superficie de todo casquete esférico es igual a la del círculo 
cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice del 
casquete a la circunferencia del círculo que sirve de base 
al casquete3; además de éstos, que en toda esfera, el cilindro

1 Mét. 1 y Cuadr. Parab. 17: «Todo segmento comprendido por una recta 
y una parábola es cuatro tercios del triángulo que tiene por base la misma 
que el segmento e igua! altura».

2 Esf. cil. I 30: «La superficie de una figura circunscrita en torno a la 
esfera es mayor que el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera».

3 Mét. 7 y Esf. cil. 140: «La superficie de la figura circunscrita en torno a 
un casquete es mayor que la del círculo cuyo radio es igual a la recta tra
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que tiene su base igual al círculo máximo de los de la esfera 
y una altura igual al diámetro de la esfera, es él mismo una 
vez y media la esfera y su superficie una vez y media la de 
la esfera4.

Estas propiedades de las figuras mencionadas existían 
desde antes en la naturaleza, pero eran desconocidas por 
quienes se dedicaron a la geometría antes que nosotros, por
que a ninguno se le ocurrió que hubiera una conmensurabi
lidad entre estas figuras. Por ello yo no dudaría en comparar 
estas proposiciones con las estudiadas por otros geómetras y 
entre ellas, con las de Eudoxo relativas a los cuerpos sóli
dos, que parecen tan sobresalientes: la de que toda pirámide 
es un tercio del prisma que tiene la misma base que la pirá
mide e igual altura, y que todo cono es la tercera parte del 
cilindro que tiene la misma base que el cono e igual altura5. 
Aunque por naturaleza estas figuras tenían desde antes estas 
propiedades y aunque habían existido antes de Eudoxo mu
chos geómetras dignos de mención, ocurrió que fueron ig
noradas por todos y que ninguno cayó en la cuenta. Quienes 
estén capacitados podrán examinarlas. Hubiera yo debido 
publicarlas en vida de Conón, pues le consideraba espe
cialmente capaz de meditar sobre ellas y emitir un juicio

zada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del círculo que 
sirve de base al casquete».

4 Mét. 2  y  Esf. cil. I 34, corol.: «Todo cilindro que tiene por base un 
círculo máximo de los de la esfera y  la altura igual al diámetro de la esfera 
es una vez y  media la esfera y  su superficie, incluidas las bases, es una vez 
y  media la superficie de la esfera».

5 No se nos conservan los textos correspondientes de Eudoxo, pero los 
enunciados y  sus demostraciones fueron recogidos por E u c l i d e s , respec
tivamente en Elementos XII 7, corolario: «Toda pirámide es la tercera 
parte del prisma que tiene la misma base que ella e igual altura» y  Ele
mentos XII 10: «Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la 
misma base que él e igual altura».
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adecuado; considerando que es conveniente comunicarlas a 
los familiarizados con las matemáticas, he redactado para 
enviártelas las demostraciones sobre las que podrán investi
gar quienes se dedican a las matemáticas.

Que sigas bien.
Van primero las definiciones y postulados para las de

mostraciones.

DEFINICIONES

1. En el plano hay algunas líneas curvas finitas que o bien
están enteras por el mismo lado de las rectas que 
unen sus extremos o bien no tienen ningún punto por 
el otro lado.

2. Llamo cóncava por el mismo lado a una línea tal que si
en ella tomamos dos puntos cualesquiera, las rectas 
entre esos puntos o bien caen enteras hacia el mismo 
lado de la línea o bien una parte hacia el mismo lado 
y otra sobre la propia línea, pero ninguna hacia el 
otro lado.

3. Igualmente existen también superficies finitas que no
están situadas ellas mismas en un plano, pero tienen 
sus extremos en un plano, las cuales estarán o bien 
enteras hacia el mismo lado del plano en el que tie
nen sus extremos o bien no tendrán ninguna parte 
hacia el otro lado.

4. Y llamo cóncavas hacia el mismo lado a superficies ta
les que, si se toman dos puntos en ellas, las rectas en
tre esos puntos caen o bien enteras hacia el mismo 
lado de la superficie o bien una parte hacia el mismo 
lado y otra sobre la propia superficie, pero ninguna 
hacia el otro lado.
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20 5. Cuando un cono que tiene su vértice en el centro de una 
esfera corta a la esfera, llamo sector sólido a la figura 
comprendida por la superficie del cono y la superfi
cie de la esfera en el interior del cono.

25 6. Cuando dos conos que tienen la misma base tengan los 
vértices cada uno a un lado del plano de la base de 
manera que sus ejes estén situados en línea recta, 
llamo rombo sólido a la figura sólida compuesta por 
ambos conos.

POSTULADOS

Postulo lo siguiente:

1. De las líneas que tienen los mismos extremos la recta es 
la más corta6.

6 Aunque matemáticos de la talla de P r o c l o  (pág. 110 F r i e d l e i n ) , 

seguidos de autores como H e a t h  (The Works o f  Archimedes, 3 )  y una lar
ga tradición matemática (presente en los libros de texto hasta hace bien 
poco) han considerado la presente una «definición», no debemos dejar de 
hacer notar que el texto griego parece indicar que Arquímedes lo presenta 
como un postulado, ya que el verbo que introduce la frase es lambänö 
(«asumo»). La presencia del subtítulo «postulados» es argumento de me
nos peso, puesto que tal subtítulo, así como la numeración de los «postu
lados» no figura en los manuscritos, sino que es obra de Torelli. Los grie
gos conocieron varias definiciones de la recta. La definición euclidiana, 
de carácter geométrico, «Línea recta es la que yace por igual respecto a los 
puntos que hay en ella» (Elementos I def. 4) —precedida en I, def. 2 
de la definición de línea como «longitud sin anchura»— ; la platónica 
«Recto es aquello cuyo medio está enfrente de ambos extremos», de ca
rácter óptico (Parménides 137e); y la de Arquímedes que figura en este 
texto, de carácter físico y la única que puede ser sometida a prueba. Cf. el 
amplísimo comentario de H e a t h  a las definiciones euclidianas menciona
das en The Thirteen Books o f  the Elements, 3 vols., Nueva York, 195 62φ, 
vol. I, págs. 158-165 y 165-169, y Ch. M u g l e r , «Sur l ’histoire de quel-
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2. De las otras líneas, si estando en un plano tienen los 5

mismos extremos, tales líneas son desiguales, siem
pre que ambas sean cóncavas hacia el mismo lado y o 
bien una de ellas esté completamente comprendida 
por la otra y la recta que tiene los mismos extremos 
que ella, o bien una parte esté comprendida y otra 10 

parte sea común; y la línea comprendida es menor.
3. De modo semejante, de las superficies que tienen los

mismos extremos, si tienen los extremos en un plano, 
la menor es el plano.

4. De las otras superficies que también tienen los mismos 15

extremos, si los extremos están en un plano, tales su
perficies son desiguales, puesto que si ambas superfi-

ques définitions de la géométrie grecque et les rapports entre la géométrie 
et l ’optique», L ’Antiquité Classique 26 (1957), 331-345. En español puede 
verse Euc lid es , Elementos I, def. 4  (traducción y  nota de M. L. P uertas 
en B. C. G., 155). La prueba nos la ofrece Eu tocio , Cornent., 6 recurrien
do a Euclides I 20: «En todo triángulo, dos lados tomados juntos de cual
quier manera son mayores que el restante» y  está expresada como sigue: 
«Sea en un plano un segmento de recta AB, y  otra línea ΑΓΒ que tenga los 
m ism os extremos A, B. Pide que se le acepte que AB es menor que ΑΓΒ. 
Afirmo que lo  que postulaba era cierto. Tóm ese en la recta ΑΓΒ un punto 
al azar r  y  trácense ΑΓ, ΓΒ. Es evidente que la suma de α γ ,  ΓΒ es mayor 
que AB [Elem. 1 20], Tóm ense de nuevo en la línea ΑΓΒ dos puntos al azar 
Δ, E, y  trácense ΑΔ, ΔΓ, ΓΕ, EB. D e modo semejante, también aquí es 
evidente que la suma de las dos líneas α δ , ΑΓ es mayor que ΑΓ, y  que la 
suma de las dos líneas ΓΕ, EB es mayor que ΓΒ. D e manera que la sum a de 
las líneas ΑΔ, ΔΓ, ΓΕ, EB es mucho mayor que AB. De manera semejante, si 
tomamos otros puntos entre los ya tomados y  trazamos rectas que unan los 
recién tomados, hallaremos que éstas siguen siendo mayores que AB, y 
haciendo esto repetidamente hallaremos que las rectas que más se  apro
ximan a la línea ΑΒΓ son aún mayores. A  partir de esto es evidente que es
ta recta es mayor que a b ,  ya que es posible, trazando rectas (desde los ex
tremos) hasta cualquiera de sus puntos, tomar una línea compuesta de 
rectas tal que se demuestre, mediante los m ism os razonamientos, que ella 
misma es mayor que AB».
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cies fueran cóncavas hacia el mismo lado, o bien una 
superficie estará comprendida entera por la otra y por 

20 el plano que tiene los mismos extremos que ella, o
bien una parte estará comprendida y otra la tendrá en 
común; y la superficie comprendida será menor.

5. Y además, en las líneas desiguales y las superficies des- 
25 iguales y los sólidos desiguales el mayor excede al

menor en una magnitud tal que, añadida a sí misma, 
es capaz de exceder cualquier magnitud propuesta de 
las que decimos que guardan razón7.

ío Supuesto esto, si se inscribe un polígono en un círculo, 
es evidente que el perímetro del polígono inscrito es menor 
que la circunferencia del círculo, pues cada uno de los lados 

5 del polígono es menor que el arco de circunferencia del cír
culo cortado por él.

7 El sentido de las últimas palabras de este postulado (ton pros állela 
legoménon) se ha tenido, en general, por poco claro, como prueban las 
distintas traducciones que se han dado. Cf. D i j s t e r h u i s , op. cit., págs. 
146-149, en donde aparecen recogidas y comentadas las diversas versio
nes. Sin embargo, la expresión coincide exactamente con la empleada por 
E u c l i d e s  en Elementos V, def. 4 («Se dice que guardan relación entre 
sí —pros állela échein—  las magnitudes que al multiplicarse pueden ex
ceder la una a la otra»), por lo que entiendo que la interpretación, se tra
duzcan los pasajes como se traduzcan, debe ser la misma para ambos. De 
hecho, independientemente de la cuestión de la literalidad, este postulado 
se ha interpretado siempre como una extensión de ese principio, atribuido, 
como el resto del contenido del libro V de los Elementos, a Eudoxo. Para 
Dijksterhuis, sin embargo, se trata también del rechazo de ciertos métodos 
útiles como herramientas heurísticas, pero matemáticamente poco riguro
sos, y piensa que hay que interpretar este quinto postulado en el sentido 
que sigue: «si dos magnitudes satisfacen el axioma de Eudoxo una respec
to a la otra, también su diferencia satisface ese postulado respecto a cual
quier magnitud de la misma especie homogénea con ambas».
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P r o p o s i c i ó n  1

Si se circunscribe un polígono a un círculo, el perímetro 
del polígono circunscrito es mayor que el perímetro del cír
culo.

Circunscríbase al círculo el polígono supuesto.
Digo que el perímetro del polígono es mayor que el pe

rímetro del círculo.
Puesto que la suma de ΒΑΛ es 

mayor que el arco de circunferen
cia ΒΛ, ya que comprende el arco 
de circunferencia que tiene los 
mismos extremos [Post. 2] e, igual
mente, la suma de δ γ , γ β  es ma
yor que el arco δ β , y la suma de 
AK, ΚΘ mayor que el arco ΑΘ, y la 
suma de ζη θ  mayor que el arco 
ΖΘ y, también la suma de ΔΕ, EZ mayor que el arco ΔΖ, en
tonces el perímetro entero del polígono es mayor que el pe
rímetro del círculo.

P r o p o s i c i ó n  2

Dadas dos magnitudes desiguales es posible hallar dos 
rectas desiguales de modo que la recta mayor guarde con 
la menor una razón menor que la magnitud mayor con la 
menor.

Sean a b , δ  dos magnitudes desiguales y sea mayor AB.
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12 Digo que es posible hallar dos rectas desiguales que 
cumplan la indicación dada.

Póngase, según la segunda proposición del 
Libro I de Euclides [Elem.. I 2], la magnitud ΒΓ 
igual a Δ y póngase una línea recta, ZH; la 
magnitud ΓΑ sumada a sí misma excederá de Δ 
[Post. 5]. Multipliqúese entonces y sea ΑΘ, y 
cuantas veces es múltiplo ΑΘ de α γ , otras tan
tas veces sea múltiplo ZH de h e .

Por tanto, θ α  es a ΑΓ como ZH a HE [Elem.
V 15]; y por inversión [Elem. Y 7, cor.], EH es 
a HZ como ΑΓ es a ΑΘ. Y puesto que ΑΘ es ma
yor que Δ —es decir, que ΓΒ—, entonces ΓΑ 
guarda con ΑΘ una razón menor que la de ΓΑ 
con ΓΒ [Elem. V 8], Pero ΓΑ es a ΑΘ como EH a 
HZ; luego EH guarda con HZ una razón menor 
que la de ΓΑ con ΓΒ; y por composición [Elem. 

V, def. 14], e z  guarda con ZH una razón menor que AB con 
Β Γ 8. Y ΒΓ es igual a Δ; luego EZ guarda con ZH una razón 
menor que AB con Δ.

Luego han sido halladas dos rectas desiguales que cum- 
20 píen la indicación dada9.

10

15

8 [Por el lema], añaden los manuscritos; mas si alguna vez existió tal 
lema, no se nos ha transmitido; P a p o  (H u l t s c h , II, 684) y E u t o c i o  (16, 
11-18, 22) demuestran el aserto.

9 [Es decir, que la mayor guarda con la menor una razón menor que 
la magnitud mayor con la menor].
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P r o p o s i c i ó n  3

Dadas dos magnitudes desiguales y  un circulo, es posi- 25 
ble inscribir en el círculo un polígono y  circunscribir otro 
de modo que el lado del polígono circunscrito guarde con 
el lado del polígono inscrito una razón menor que la mag
nitud mayor con la menor.

Sean A, B las dos magnitudes dadas, y  el círculo dado, el w 
supuesto.

Digo que es posible 
cumplir la indicación.

Hállense dos rectas, Θ,
KA, de las cuales sea Θ la 
mayor, de manera que Θ 
guarde con KA una razón 
menor que la magnitud 
mayor con la menor [Prop.
2], y desde A trácese AM 
perpendicular a AK [Elem.
I 11] y desde K trácese KM 
igual a Θ10, y trácense dos 
diámetros del círculo mu
tuamente perpendiculares,
ΓΕ, ΔΖ. 10

Al cortar por la mitad 
el ángulo comprendido por
ΔΗΓ, y  la  m itad  de éste  por la  m itad, y  obrando así su ces iv a 
m ente, dejarem os u n  ángulo  m enor que el dob le  del co m -

10 [Pues esto es posible].
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prendido por AKM. Dejémoslo, y  sea el comprendido por 
is ΝΗΓ, y  tócese la recta ΝΓ. Entonces, ΝΓ es el lado de un po

lígono equilátero11.
20 Y córtese por la mitad el ángulo comprendido por ΓΗΝ 

mediante la recta ΗΞ, y desde el punto Ξ trácese ΟΞΠ tangen
te al círculo, y prolongúense las rectas η ν π , Hro. De modo 
que también no es el lado del polígono circunscrito al círcu- 

25 lo, también equilátero. Puesto que el ángulo comprendido 
por ΝΗΓ es menor que el doble del ángulo comprendido por 
ΔΚΜ, y es el doble del comprendido por τ η γ , entonces el 
comprendido por τ η γ  es menor que el comprendido por 

16 ΛΚΜ. Y los ángulos de vértice en Λ, τ  son rectos. Entonces 
MK guarda con ΛΚ una razón mayor que ΓΗ con HT. Y ΓΗ es 
igual a ΗΞ; de manera que ΗΞ guarda con HT — es decir, no 
con ΝΓ— una razón menor que MK con ΚΛ. Y además, MK 

5 guarda con ΚΛ una razón menor que A con B12. Y no es el 
lado del polígono circunscrito, y ΓΝ el del inscrito.

Que es lo que se había propuesto hallar.

P r o p o s i c i ó n  4

Habiendo de nuevo dos magnitudes desiguales y  un sec- 
ío tor, es posible circunscribir un polígono al sector e inscri

bir otro, de manera que el lado del circunscrito guarde con

11 [Puesto que el ángulo comprendido por ΝΗΓ medirá al comprendi
do por ΔΗΓ, que es recto, y  entonces el arco Ν Γ medirá a ΓΔ, que es un 
cuarto de círculo; de manera que también medirá al circulo. Luego es el 
lado de un polígono equilátero, pues esto es evidente\. En E u t. 18, 29-30, 
esta expresión figura com o «de un polígono equilátero de número par 
de lados».

12 Por hipótesis, Θ : κ λ  <  A : B, y  por construcción MK =  Θ.
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el lado del inscrito una razón menor que la magnitud mayor 
con la menor.

Sean de nuevo dos magnitudes desiguales E, z ,  de las 
cuales sea Ε la mayor, y un círculo ΑΒΓ que tenga por centro 
Δ; y construyase en el punto Δ el sector α δ β .

Hay que circunscribir un polígono e inscribir otro en el 
sector ΑΒΔ, que tenga sus lados iguales excepto ΒΔ, δ α , de 
modo que se cumpla la in
dicación. ¥

Hállense dos rectas des- y x \  ' \  
iguales Η, ΘΚ, y sea mayor \ \
H, de manera que H guarde 
con ΘΚ una razón menor f 
que la que guarda la magni
tud mayor con la menor 
[Prop. 2 ]13; y trazada desde 
el punto Θ una perpendicu
lar a ΚΘ del mismo modo 
[Prop. 3], prolongúese ΚΛ Λ 
hasta que sea igual a H14.
Una vez cortado por la mitad el ángulo comprendido por 
ΑΔΒ, y cortada su mitad por la mitad y hecho esto sucesiva
mente, quedará un ángulo que sea menor que el doble del 
comprendido por ΛΚΘ. Quede, pues, el ángulo α δ μ ; enton
ces am  resulta ser el lado del polígono inscrito en el círculo.

Y si cortam os por la  m itad  e l ángu lo  com prendido por  
ΑΔΜ m ediante la  recta ΔΝ y  trazam os d esd e N la recta ΞΝΟ 
tangente al c írcu lo , ésta  será e l lado del p o líg o n o  circunscri
to al m ism o  círcu lo  y  sem ejante al p o líg o n o  indicado. Y de

13 [Pues esto es posible].
14 [ & posible, puesto que H es mayor que ΘΚ],
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modo semejante a lo dicho antes [Prop. 3], ΞΟ guarda con 
AM una razón menor que la magnitud E con la magnitud z .

P r o p o s i c i ó n  5

io Dado un círculo y  dos magnitudes desiguales, circuns
cribir al círculo un polígono e inscribir otro de manera que 
el circunscrito guarde con el inscrito una razón menor que 
la magnitud mayor con la menor.

Póngase el círculo A y dos magnitudes desiguales E, z, y 
sea E la mayor.

15 Es preciso inscribir un polígono en el círculo y circuns
cribir otro, de modo que se cumpla lo indicado.

Tomo dos rectas desiguales, 
Γ, Δ, de las cuales sea Γ la mayor, 
de manera que Γ guarde con Δ una 
razón menor que E con z [Prop. 
2], Y si se toma H como media 
proporcional de Γ, Δ [Elem. VI 
13], entonces Γ será mayor que H. 
Circunscríbase al círculo un polí
gono e inscríbase otro de manera 

que el lado del polígono circunscrito guarde con el del ins
crito una razón menor que r  con H15 [Prop. 3],

25 Por eso precisamente la razón de los cuadrados es me
nor que la razón de los cuadrados16. Y la razón del polígono

15 [Como acabamos de aprender\.
16 Es decir: «la razón del cuadrado del lado del polígono circunscrito 

con el cuadrado del lado del polígono inscrito es menor que la razón del 
cuadrado de lado Γ con el cuadrado de lado H», dado que, por construc
ción, r  : Δ <  E : z.
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al p o líg o n o  es la razón  del cuadrado del lado al cuadrado  
del lado [Elem. VI 20]17: la de r  con  Δ, cuadrado de la d e r  
con  H.

Luego el polígono circunscrito guarda con el inscrito 
una razón menor que la de Γ con Δ; luego con más razón el 
circunscrito guarda con el inscrito una razón menor que la 
de E con z.

P r o p o s i c i ó n  6 18

De la misma manera demostraremos que dadas dos 
magnitudes desiguales y  un sector, es posible circunscribir 
al sector un polígono e inscribir otro semejante a él, de 
manera que el circunscrito guarde con el inscrito una razón 
menor que la magnitud mayor con la menor19.

* * *

Y también esto es evidente: si se da un círculo o un sec
tor y  un área, y  se inscribe en el círculo o el sector un polí
gono equilátero y  se repite la operación en los segmentos 
que quedan, es posible dejar unos segmentos del círculo o 
sector que sean menores que el área propuesta. Esto se nos 
ha transmitido en los Elementos20.

17 [Pues son semejantes].
18 La presente es una proposición anómala en cuanto a la forma en la 

que se reúnen varios enunciados de fácil demostración según el método 
empleado en las proposiciones 2 a 5 y otro más que sí requiere de explica
ción.

19 Cf. Prop. 4.
20 La literalidad de la frase parece dar a entender que la demostración 

de este enunciado figurase ya en los Elementos. Lo que allí encontramos 
es que en Elem. X 1 se demuestra que «Dadas dos magnitudes desiguales,
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* * *

25

22

Se ha de demostrar también que, dado un círculo o un 
sector y  un área, es posible circunscribir un polígono al 
círculo o al sector de modo que los segmentos que quedan 

20 después de circunscribir sean menores que el área dada. Y 
tras demostrarlo en el caso del círculo cabrá traspasar el 
mismo razonamiento también al caso del sector.

Sean dados un círculo A y  un área B.
Es posible circunscribir un po

lígono al círculo, de manera que 
los segmentos que queden entre el 
círculo y el polígono sean meno
res que el área B.

Pues habiendo dos magnitudes 
desiguales — mayor la suma del 
área y el círculo, menor el círcu
lo— circunscríbase al círculo un 
polígono e inscríbase otro de ma
nera que el circunscrito guarde 

con el inscrito una razón menor que la indicada magnitud 
5 mayor con la menor [Prop. 5], Este polígono circunscrito es

si de la mayor se quita una parte mayor que su mitad y  del resto se quita 
una parte mayor que su mitad y  se procede asi repetidamente, quedará 
una magnitud que será menor que la magnitud menor propuesta». Esa 
proposición se utiliza en Elem. XII 2, en donde se recurre a ese m étodo al 
efecto de demostrar que «Los circuios son entre sí como los cuadrados 
construidos sobre sus diámetros». A llí podem os leer que «si se dividen 
por la mitad ¡os arcos que van quedando y  trazamos rectas que unan sus 
extremos y  actuamos así repetidamente, dejaremos unos segmentos de cír
culo menores que el exceso en que excede el círculo ΕΖΗ Θ αΙ área Σ».
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tal que las áreas que quedan en  to m o 21 son  m enores qu e el 
área propuesta B.

Si el polígono circunscrito guarda con el inscrito una ra
zón menor que la suma del círculo y el área B con el propio 
círculo, y el círculo es mayor que el polígono inscrito, en- 10 

tonces con más razón el polígono circunscrito guarda con el 
círculo una razón menor que la suma del círculo y el área B 
con el propio círculo [Elem. V 10]; y, por descomposición 15 

[Elem. V, def. 15], los restos del polígono circunscrito guar
dan con el círculo una razón menor que el área B con el 
círculo.

Luego los restos del polígono circunscrito son menores 20 

que el área B [Elem. VIO],
O así22: puesto que el polígono circunscrito guarda con 

el círculo una razón menor que la suma del círculo y el área 
B con el círculo, por eso precisamente el polígono circuns- 25 

crito será menor que la suma. De modo que también (la su
ma de) todos los restos será menor que el área B.

Y de modo semejante en el caso del sector.

21 Se refiere a las áreas que quedan entre el polígono y el círculo en 
torno al cual está circunscrito.

22 La doble demostración para este enunciado es otra de las anomalías 
de esta proposición; Eutocio conoció la segunda de ellas, pues es la que ci
ta en su Comentario.

Heiberg (vol. I, pág. 23) considera improbable que las dos soluciones 
procedan de Arquímedes, y sugiere una solución única, cuya traducción 
sería «El polígono circunscrito guarda con el inscrito una razón menor 
que la de la suma del círculo y  el área B con el círculo. Por ello precisa
mente el polígono circunscrito es menor que la suma de ambos; de mane
ra que también los restos son menores que el área B».
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24 P r o p o s i c i ó n  7

Si en un cono isósceles se inscribe una pirámide de base 
equilátera, la superficie de ésta, excluida la base, es igual a 

5 un triángulo que tenga su base igual al perímetro de la ba
se y  por altura la perpendicular trazada desde el vértice 
hasta un lado de la base.

Sea un cono isósceles cuya base sea el círculo ΑΒΓ e ins
críbase en él una pirámide que tenga la base equilátera ΑΒΓ. 

io Digo que la superficie de ésta sin la base es igual al 
triángulo dicho.

igu a les  a u n  triángulo que ten ga  por b a se  una recta igu a l a  
(la  sum a de) a b , ΒΓ, γ α , y  p or  altura, la  recta d icha  [Elem.

15

A Puesto que el cono es isósce
les y la base de la pirámide es 
equilátera, las alturas de los trián
gulos que contienen la pirámide 
son iguales entre sí. Y esos trián
gulos tienen por bases las rectas 
a b , ΒΓ, γ α  y por altura, la dicha. 
De manera que los triángulos son

VI l ] 23.

23 [&  decir, que es la superficie de la pirámide sin el triángulo a b i\.
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[DEMOSTRACIÓN DE OTRA MANERA, DE MAYOR CERTEZA 24

Sea un cono isósceles cuya base sea el círculo ΑΒΓ y su 20 

vértice el punto Δ, e inscríbase en el cono una pirámide que 
tenga por base el triángulo equilátero ΑΒΓ, y trácense las 
rectas δα, ΔΓ, ΔΒ.

Digo que (la suma de) e  

los triángulos α δβ , ΑΔΓ,
β δ γ  es igual al triángulo \  25

cuya base sea igual al pe
rímetro del triángulo α β γ  
y la perpendicular trazada 
desde el vértice hasta la 
base sea igual a la per
pendicular trazada de Δ 
hasta ΒΓ.

Trácense las perpen
diculares ΔΚ, ΔΑ, ΔΜ; és
tas son, por tanto, iguales 
entre sí. Y sea un triángu
lo EZH que tenga su base 
EZ igual al perímetro del z 
triángulo α β γ  y  la altura ΗΘ igual a ΔΛ.

Puesto que el paralelogramo comprendido por ΒΓ, ΔΛ es 
el doble del triángulo ΔΒΓ [Elem. I 41], también el com
prendido por AB, ΔΚ es el doble del triángulo ΑΒΔ, y  el com
prendido por ΑΓ, δΜ es el doble del triángulo ΑΔΓ; luego el

26

24 Esta segunda demostración no puede ser original de Arquímedes: si, 
en efecto, éste la hubiera considerado «de mayor certeza», no habría in
cluido la anterior.
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paralelogramo comprendido por el perímetro del triángulo 
10 α β γ  — esto es, e z — y por ΔΛ — esto es, ΗΘ— es el doble de 

los triángulos α δ β , ΒΔΓ, α δ γ . Y el paralelogramo compren
dido por e z ,  η θ  es el doble del triángulo EZH [Elem. I 41]; 
luego el triángulo e z h  es igual a (la suma de) los triángulos 
ΑΔΒ, ΒΔΓ, ΑΔΓ.]

P r o p o s i c i ó n  8

15 Si se circunscribe una pirámide a un cono isósceles, la 
superficie de la pirámide, excluida la base, es igual a la de 
un triángulo que tenga por base una recta igual al períme
tro de la base y  por altura la generatriz del cono.

Sea un cono cuya base sea el 
círculo ΑΒΓ y circunscríbase una 
pirámide de manera que su base, 
esto es, el polígono ΔΕΖ, esté cir
cunscrito al círculo α β γ .

Digo que la superficie de la pi
rámide, excluida la base, es igual 
al triángulo dicho.

Puesto que25 las rectas trazadas 
desde el centro del círculo hasta 
los puntos de tangencia son per
pendiculares a las tangentes [Elem. 
III 18], entonces también las rectas 
trazadas desde el vértice del cono 
hasta los puntos de tangencia con 
las rectas δ ε , z e , ΖΔ son perpendi-

25 [El eje del cono es perpendicular a la base, es decir, al círculo 
Α Β Γ ,γ] ,
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culares a ellas26. Por tanto, las perpendiculares mencionadas 
HA, HB, ΗΓ son iguales entre sí, pues son generatrices del 
cono. 5

Sea el triángulo ΘΚΛ que tiene el lado ΘΚ igual al pe
rímetro del triángulo ΔΕΖ y  la perpendicular ΛΜ igual a HA.

Puesto que el paralelogramo comprendido por δ ε , a h  es 10 

el doble del triángulo ΕΔΗ [Elem. I 41], y el comprendido 
por ΔΖ, HB es el doble del triángulo δ ζ η ,  y el comprendi
do por EZ, ΓΗ es el doble del triángulo EHZ, entonces el pa- 15 

ralelogramo comprendido por ΘΚ y AH — esto es, MA— es el 
doble de (la suma de) los triángulos ε δ η ,  ζ δ η ,  EHZ. Y ade
más el paralelogramo comprendido por ©K, AM es el doble 20 

del triángulo ΛΚΘ [Elem. 141].
Por eso  la  sup erfic ie  de la  p irám ide, exc lu id a  la  base, es  

igu a l a un triángulo que ten ga  la  b ase igu a l al perím etro de 
δ ε ζ  y  por altura la  generatriz d el cono.

P r o p o s i c i ó n  9  30

Si en un cono isósceles una recta corta al círculo que es 
la base del cono y  desde los extremos de la recta se trazan 
líneas rectas hasta el vértice del cono, el triángulo com- 5 
prendido por la secante y  las rectas trazadas hasta el vérti
ce será menor que la superficie del cono que queda entre 
las líneas trazadas hasta su vértice.

26 En E u t., 22, la frase presenta esta otra formulación: «... las rectas 
trazadas desde el vértice del cono hasta los puntos A, B, Γ son  perpendicu
lares a ellas».
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ίο Sea el círculo α β γ  la base del cono isósceles, Δ su vérti
ce, y trácese en su interior27 una recta, a t ,  y desde el vértice 
hasta A, Γ trácense las rectas ΑΔ, ΔΓ.

Digo que el triángulo ΑΔΓ es menor que la superficie del 
cono que queda entre ΑΔΓ28.

15 Córtese por la mitad el arco ΑΒΓ por el punto B, y trá
cense AB, ΓΒ, δ β ; los triángulos α β δ , ΒΓΔ serán mayores que 
el triángulo ΑΔΓ29. Sea Θ el área en que los triángulos indi
cados exceden al triángulo ΑΔΓ. Entonces, o bien Θ es me
nor que los segmentos AB, ΒΓ o no.

20 Primero, no sea menor.
Puesto que hay dos superficies —la superficie del cono 

que queda entre las líneas ΑΔΒ más el segmento AEB y la del 
triángulo aab— que tienen el mismo límite — el perímetro 
del triángulo ΑΔΒ— , será mayor la que comprenda a la otra 

25 que la comprendida por ella [Post. 4], Luego la superficie

27 Es decir, «en el interior del círculo base del cono».
28 Se refiere a la superficie cónica lateral comprendida por las rectas 

ΑΔ, ΔΓ y  el arco ΑΓ. Heiberg afirma que seguramente Arquímedes incluía 
esa precisión en el enunciado, como se desprende de la redacción que en
contramos en el lugar correspondiente de la proposición 10 [34, 20].

29 Eu t . (24, 18 y ss.) ofrece la siguiente prueba: «Puesto que el ángulo 
de vértice en Δ es un ángulo sólido, la suma de los ángulos ΑΔΒ, ΒΔΓ es 
mayor que el ángulo ΑΔΓ [Elem. X I20], y si trazamos desde el vértice has
ta la mitad de la base la recta ΔΕ que sea perpendicular a ΑΓ, el ángulo ΑΔΒ 
será mayor que el ΑΔΕ. Construyase el ángulo ΑΔΖ igual a ΑΔΒ, y trácese 
AZ una vez construida ΔΖ igual a ΔΓ. Puesto que los lados son iguales dos 
a dos y también un ángulo a otro ángulo, también el triángulo ΑΒΔ es igual 
al triángulo α δ ζ  [Elem. I 4], que es mayor que el ΑΔΕ. Luego también el 
triángulo ΑΒΔ es mayor que el ΑΔΕ. E igualmente también el triángulo ΔΒΓ 
mayor que el ΔΕΓ. Luego la suma de los dos triángulos ΑΔΒ, ΒΔΓ es mayor 
que el triángulo ΑΔΓ». D ijksterhuis considera esta prueba insuficiente y 
ofrece una demostración basada, como la de Eutocio, en Elem. X I20 («En 
todo ángulo diedro formado por tres ángulos planos la suma de dos de los 
ángulos planos es siempre mayor que el tercero»).
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del cono que queda entre las rectas αδβ más el segmento 
AEB es mayor que el triángulo αβδ. Igualmente, también la 
que queda entre las líneas β δ γ más el segmento γ ζ β  es ma- 32 

yor que el triángulo ΒΔΓ. Luego toda la superficie del cono 
junto con el área Θ es mayor que los triángulos menciona
dos. Y los triángulos mencionados son iguales al triángulo 
α δγ más el área Θ [por hipót.]. Réstese de ambos30 el área Θ. 5

Entonces el resto de la super
ficie del cono que queda entre 
α δ γ  es mayor que el triángulo
ΑΔΓ.

Sea ahora © menor que los 
segmentos AB, ΒΓ.

Si se cortan por la mitad los 
arcos AB, ΒΓ y  se cortan por la mi
tad sus mitades, dejaremos seg
mentos que sean menores que el 
área Θ. Queden los segmentos co
rrespondientes a las cuerdas AE,
EB, BZ, ΖΓ, y  trácense las rectas 
ΔΕ, ΔΖ.

De nuevo, según el mismo razonamiento [Post. 4], la 
superficie del cono que queda entre ΑΔΕ más el segmento 
correspondiente a la cuerda AE es mayor que el triángulo 15 

ΑΔΕ, y la que queda entre las líneas ΕΔΒ más el segmento 
correspondiente a la cuerda EB es mayor que el triángulo 
ΕΔΒ. Luego la superficie que queda entre α δ , ΔΒ más los 
segmentos correspondientes a las cuerdas AE, EB es mayor 
que los triángulos ΑΔΕ, ΕΒΔ. Puesto que los triángulos ΑΕΔ, 20 

ΔΕΒ son mayores que el triángulo α β δ , como se ha demos
trado, entonces la superficie del cono que queda entre α δ β  y

30 Se entiende «de ambos miembros de la igualdad».
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los segmentos correspondientes a las cuerdas a e , EB será, 
con más razón, mayor que el triángulo ΑΔΒ. Por el mismo 
razonamiento, también la superficie que queda entre β δ γ  
más los segmentos correspondientes a las cuerdas BZ, ΖΓ es 
mayor que el triángulo ΒΔΓ. Luego toda la superficie que 
queda entre ΑΔΓ junto con los segmentos indicados es ma
yor que los triángulos α β δ , δ β γ . Y éstos son iguales al trián
gulo α δ γ  más el área Θ [por hipót.]. De entre estas superfi
cies, los segmentos mencionados son menores que el área 0 
[por const.]; luego la superficie comprendida entre las rectas 
α δ γ  es mayor que el triángulo ΑΔΓ.

P r o p o s ic ió n  10

Si al círculo que sirve de base a un cono31 se le trazan 
tangentes que estén en el mismo plano del círculo y  que se 
corten unas a otras y  desde los puntos de tangencia y  de in
tersección mutua se trazan rectas hasta el vértice del cono, 
los triángulos comprendidos por las tangentes y  las rectas 
trazadas hasta el vértice del cono son mayores que la su
perficie del cono comprendida por ellas.

Sea un cono cuya base sea el círculo ΑΒΓ y su vértice el 
punto E, y trácense ΑΔ, ΓΔ tangentes al círculo α β γ  y que es
tén en el mismo plano; y desde el punto E, que es el vértice 
del cono, trácense e a , ε δ , ε γ  hasta los puntos A, Δ, r.

31 Se ha de entender que se trata de un cono isósceles.
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Digo que los triángulos α δ ε , δ ε γ  son mayores que la su
perficie cónica que queda entre las rectas AE, γ ε  y el arco 
ΑΒΓ.

Una vez cortado por la mitad 
el arco ΑΒΓ por el punto B trácese 
HBZ que sea tangente al círculo y  
paralela a ΑΓ; y  desde los puntos
H, z  hasta E trácense las rectas HE,
ZE. Y p u esto  que la  sum a de ΗΔ,
ΔΖ es mayor que HZ [Elem. I 20], 
añádanseles en común32 las rectas 
HA, ΖΓ. Entonces (la suma de) las 
rectas ΑΔ, ΔΓ enteras es mayor que 
(la suma de) las rectas a h , h z , zr,
Y puesto que AE, EB, ΕΓ son gene
ratrices del cono, son iguales por 
tratarse de un cono isósceles. E 
igualmente son perpendiculares33; luego (la suma de) los 
triángulos α ε δ , ΔΕΓ es mayor que (la suma de) los triángulos 
a h e , HEZ, ΖΕΓ [Elem. VI l ] 34. Sea Θ el área en que los trián
gulos ΑΕΔ, ΔΓΕ son mayores que los triángulos AEH, h e z ,

32 Es decir, «a los dos miembros de la desigualdad».
33 [Como queda demostrado en el lema]. [Y los paralelogramos com

prendidos por las alturas y  las bases son el doble que los triángulos]. El 
lema no figura en los mss.; la demostración figura en el comentario de Eu
tocio a la proposición 8 (22, 23 y ss.).

34 [Porque AH, HZ, Ζ Γ  son menores que ΓΔ, ΔΑ y  sus alturas son igua
les], [Pues es evidente que la línea trazada desde el vértice del cono rec
tángulo hasta el punto de tangencia de la base es perpendicular a la tan
gente].
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ίο ΖΕΓ. Y el área θ o b ien  e s  m enor que las áreas restan tes35 
AHBK, β ζ γ λ  o  no  es  m enor.

Primero, no sea menor.
Puesto que son superficies compuestas —la de la pirá

is mide que tiene por base el trapecio ΗΑΓΖ y por vértice el 
punto y la superficie cónica que queda entre las líneas a e , 
ΕΓ más el segmento ΑΒΓ— y tienen por límite el mismo pe
rímetro del triángulo ΑΕΓ, es evidente que la superficie de la 
pirámide sin el triángulo ΑΕΓ es mayor que la superficie có- 

20 nica más el segmento α β γ  [Post. 4], Quítese de ambas el 
segmento α β γ ; entonces los triángulos restantes AHE, HEZ, 
ΖΕΓ junto con los restos circundantes AHBK, ΒΖΓΛ son ma
yores que la superficie cónica que queda entre AE, ΕΓ. Y el 

25 área Θ no es menor que las áreas que quedan circundantes 
AHBK, ΒΖΓΛ [por hipótesis],

38 Luego los triángulos a h e , h e z , ΖΕΓ junto con Θ serán 
con más razón mayores que la superficie cónica que queda 
entre a e , ε γ . Y los triángulos a h e , h e z , γ ε ζ  junto con θ son 

5 los triángulos ΑΕΔ, δ ε γ ; luego los triángulos α ε δ , δ ε γ  serán 
mayores que la superficie cónica mencionada.

Sea ahora Θ menor que los restos circundantes.
Si del mismo modo circunscribimos repetidamente polí

gonos a los segmentos, al cortar por la mitad los arcos que 
ío quedan en tomo y  trazar las tangentes, dejaremos ciertos 

restos de áreas que serán menores que el área Θ. Déjense y  
sean AMK, KNB, ΒΞΛ, ΛΟΓ, que son menores que el área Θ, y  
únanse con E.

De nuevo es evidente que (la suma de) los triángulos 
AHE, HEZ, ΖΕΓ será mayor que (la suma de) los· triángulos AEM,

35 Se refiere a las áreas comprendidas por los arcos del círculo que sir
ve de base, al cono y la línea quebrada formada por cada dos tangentes 
consecutivas al cortarse.
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ΜΕΝ, ν ε ξ ,  HEO, Ο ΕΓ36. Y otra vez del mismo modo la pirá- 15 

mide que tiene por base el polígono α μ ν ξ ο γ  y por vértice E 
tiene una superficie mayor, sin el triángulo α ε γ ,  que la su- 20 

perficie cónica que queda entre α ε γ  más el segmento ΑΒΓ 
[Post. 4], Quítese de ambos37 el segmento ΑΒΓ; entonces los 
triángulos restantes aem , μ ε ν ,  ν ε ξ ,  ξ ε ο ,  ο ε γ  junto con las 
áreas que quedan circundantes AMK, KNB, ΒΞΛ, ΛΟΓ serán 
mayores que la superficie cónica que queda entre ΑΕΓ. Pero 25 

el área θ  es mayor que las áreas circundantes mencionadas 
[por hipót.], y se ha demostrado que lös triángulos AHE, HEZ, 
ΖΕΓ son mayores que los triángulos AEM, ΜΕΝ, ΝΕΞ, ξ ε ο ,  
ΟΕΓ. 40

Luego los triángulos AHE, h e z , ΖΕΓ junto con el área Θ 
—es decir, los triángulos α δ ε , δ ε γ—  son con más razón 
mayores que la superficie cónica comprendida por las rectas 
ΑΕΓ.

P r o p o s i c i ó n  11 5

Si en la superficie de un cilindro recto hubiera dos rec
tas, la superficie del cilindro que queda entre las rectas es 
mayor que el paralelogramo comprendido por las rectas 
que están en la superficie del cilindro y  las rectas que unen 10 

sus extremos.

Sea un cilindro recto cuya base sea el círculo a b  y su 
opuesto el ΓΔ, y trácense las rectas ΑΓ, ΒΔ.

36 [Pues las bases son mayores que las bases y  la altura es igual].
37 Entiéndase «de ambos miembros de la desigualdad».
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Digo que la superficie del cilindro cortada por las rectas 
is ΑΓ, ΒΔ es mayor que el paralelogramo α γ β δ .

2  Córtese por la mitad cada uno
de los arcos a b , γ δ  por los puntos 

Λ/f /  \  /\M E, z y trácense las rectas AE, EB,
rz, ΖΔ. Y puesto que las rectas AE, 
EB son mayores que AB [Elem. I 
20]38 y que los paralelogramos 
construidos sobre ellas son de la 
misma altura, entonces (la suma 
de) los paralelogramos que tienen 
por bases AE, EB y por altura la 
misma que el cilindro es mayor 
que el paralelogramo ΑΒΓΔ [Elem.
VI 1], ¿Y en qué medida son ma
yores? Séanlo en el área H. Y el 

área H o bien es menor que (la suma de) los segmentos pla- 
25 nos a e , EB, rz, ΖΔ o no es menor.

Primero, no sea menor.
Y p u esto  que la  su p erfic ie  del c ilin dro  cortada por las 

rectas α γ , β δ  y  lo s  (seg m en to s) a e b , γ ζ δ 39 tiene por lím ite  e l 
42 p lan o  del paralelogram o α γ β δ , y  que tam bién  la  sup erfic ie  

com pu esta  por lo s  paralelogram os cu yas b ases son  AE, EB y  
su  altura la  m ism a  que la  d el c ilindro m ás lo s  (triángulos) 
AEB, ΓΖΔ40 tien e  por lím ite  e l p lan o  d el paralelogram o ΑΔΒΓ, 

5 y  la  una con tien e  a la  otra y  am bas so n  cón cavas h acia  e l 
m ism o  lado , en ton ces la  su p erficie  d e l cilindro cortada por

38 El texto griego «mayores que [el diámetro] a b » es evidentemente 
erróneo.

39 El texto griego habla, erróneamente, de los triángulos AEB, ΓΖΛ. 
Traduzco entre corchetes angulares la conjetura de Heiberg.

40 El texto griego habla, erróneamente, de las figuras planas AEB, ΓΖΔ. 
Traduzco entre corchetes angulares la conjetura de Heiberg.
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las rectas ΑΓ, ΒΔ más los segmentos planos a e b , γ ζ δ  es ma
yor que la superficie compuesta por los paralelogramos cu
yas bases son AE, EB y su altura la misma que la del cilindro 
más los triángulos AEB, ΓΖΔ [Post. 4], Réstense de ambos41 
los triángulos AEB, ΓΖΔ. Entonces la restante superficie del 
cilindro cortada por las rectas ΑΓ, ΒΔ más los segmentos 
planos a e , ε β , γ ζ , ΖΔ es mayor que la superficie compuesta 
por los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y su altura la 
misma que la del cilindro. Y los paralelogramos cuyas bases 
son AE, EB y su altura la misma que la del cilindro son igua
les al paralelogramo α γ β δ  más el área H [por hipót.].

Luego la restante superficie del cilindro cortada por las 
rectas α γ , β δ  es mayor que el paralelogramo α γ β δ .

Pero sea el área H menor que los segmentos planos AE, 
EB, r z , ΖΔ.

Y córtese por la mitad cada uno de los arcos a e , eb , rz , 
ΖΔ por los puntos Θ, K, A, M y  trácense las rectas α θ , ΘΕ, EK, 
KB, ΓΛ, AZ, ZM, ΜΔ42. Tras hacer esto repetidamente queda
rán unos segmentos que serán menores que el área H. Que
den y  sean los segmentos α θ , θ ε , ε κ , k b , γ λ , λ ζ , ζμ , μ δ .

De la misma manera43 demostraremos que los paralelo- 
gramos cuyas bases son α θ , θ ε , e k , k b  y su altura la misma 
que la del cilindro serán mayores que los paralelogramos 
cuyas bases son AE, e b  y su altura la misma que la del cilin
dro. Y puesto que la superficie cilindrica cortada por las 
rectas ΑΓ, ΒΔ más los segmentos planos a eb , γ ζ δ  tiene por 
límite el plano del paralelogramo α γ β δ , y que también la 
superficie compuesta por los paralelogramos cuyas bases 
son ΑΘ, ΘΕ, ΕΚ, k b  y su altura la misma que la del cilindro

41 Entiéndase «de ambos miembros de la desigualdad».
42 [Por tanto, de los segmentos planos AE, EB, rz , ΖΔ se está quitando 

no menos de la mitad, los triángulosAGE, ekb, γλ ζ, zma],
43 Es decir «que en la primera parte de esta proposición».
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is más las figuras rectilíneas α θ ε κ β ,  γ λ ζ μ δ  (tiene por límite el 
plano del paralelogramo ΑΓΒΔ, entonces la suma de la su
perficie cilindrica cortada por las rectas ΑΓ, ΒΔ más los seg
mentos planos a e b ,  γ ζ δ  es mayor que la superficie com
puesta por los paralelogramos cuyas bases son ΑΘ, ΘΕ, EK, 
KB y su altura la misma que la del cilindro más las figuras 
rectilíneas ΑΘΕΚΒ, ΓΛΖΜΔ [Post. 4])44; quítense de ambos45 
las figuras rectilíneas ΑΘΕΚΒ, γ λ ζ μ δ ;  entonces la restante 

20 superficie cilindrica, cortada por las rectas ΑΓ, ΒΔ más los 
segmentos planos α θ , θ ε ,  ε κ ,  k b , γ λ , λ ζ ,  ζ μ ,  μ δ  es mayor 
que la superficie compuesta por los paralelogramos cuyas 

25 bases son α θ , θ ε ,  EK, k b  y su altura la misma que la del ci
lindro. Pero los paralelogramos cuyas bases son α θ , θ ε , ε κ ,  

46 KB y su altura la misma que la del cilindro son mayores que 
los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y su altura la 
misma que la del cilindro; luego la superficie del cilindro 
cortada por las rectas ΑΓ, ΒΔ más los segmentos planos ΑΘ, 

5 ΘΕ, EK, KB, ΓΛ, AZ, ΖΜ, ΜΔ es mayor que los paralelogramos 
cuyas bases son AE, EB y su altura la misma que la del cilin
dro. Y los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y su altura 
la misma que la del cilindro son iguales al paralelogramo 

ίο ΑΓΔΒ más el área H [por hipót.]. Luego también la superficie 
del cilindro cortada por las rectas α γ , β δ  más los segmentos 
planos α θ , θ ε , ε κ ,  k b , γ λ , λ ζ ,  ζ μ ,  μ δ  es mayor que el para
lelogramo α γ β δ  más el área H.

15 Y han sido restados los segmentos α θ , θ ε , EK, k b , γ λ , 
ΛΖ, ZM, μ δ , menores que el área H. Luego la superficie res
tante del cilindro cortada por las rectas ΑΓ, ΒΔ es mayor que 
el paralelogramo α γ β δ .

44 Se percibe de modo manifiesto lo incompleto del razonamiento; 
Heiberg subsana la laguna añadiendo el texto entre corchetes que toma de 
la nota marginal de B2.

45 Es decir «miembros de la desigualdad».
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P r o p o s i c i ó n  1 2

Si en la superficie de un cilindro recto hubiera dos rec- 20 

tas, y  desde los extremos de las rectas se trazaran tangentes 
a los círculos que son las bases del cilindro de modo que 
estén en los planos de éstas46 y  se corten, los paralelogra
mos comprendidos por las tangentes y  las generatrices del 25 

cilindro serán mayores que la superficie del cilindro que 
queda entre las rectas que están en la superficie del ci
lindro.

Sea el círculo α β γ  la base de un cilindro recto y haya en 
su superficie dos rectas cuyos extremos sean A, r; y desde A, 48 
Γ trácense tangentes al círculo que estén en el mismo plano 
y córtense en h ; considérense trazadas también en la otra 
base del cilindro rectas tangentes al círculo desde los extre
mos (de las rectas)47 en su superficie. 5

Se ha de demostrar que los 
paralelogramos comprendidos por 
las tangentes y las generatrices 
del cilindro son mayores que la 
superficie del cilindro corres
pondiente al arco ΑΒΓ.

(Una vez cortado por la mi- 10

tad el arco ΑΒΓ por el punto 
b ) 48, trácese la tangente EZ, y  
desde los puntos E, z trácense

46 Es decir, «en los planos de las bases».
47 Lo contenido entre corchetes es adición de Heiberg,
48 Nizze y Heiberg proponen suplir el texto de los mss. con la expre

sión entre corchetes siguiendo una indicación marginal de b.
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unas rectas paralelas al eje del cilindro hasta49 la otra base. 
Así, los paralelogramos comprendidos por AH, ΗΓ y las ge- 

15 neratrices del cilindro son mayores que los paralelogramos 
comprendidos por AE, EZ, z r  y la generatriz del cilindro50. 
Sea el área K (la magnitud) en que son mayores.

20 Entonces, la mitad del área K es mayor que las figuras 
comprendidas por las rectas AE, EZ, z r  y los arcos ΑΔ, AB, 
βθ, θ γ  o no.

Sea primero mayor.
El límite de la superficie compuesta por los paralelo- 

25 gramos correspondientes a las rectas a e , e z , z r  y el trapecio 
ΑΕΖΓ y su opuesto en la otra base del cilindro es el períme-

50 tro del paralelogramo correspondiente a ΑΓ. Y el mismo pe
rímetro es también límite de la superficie compuesta por la 
superficie del cilindro correspondiente al arco α β γ  más los 

5 segmentos ΑΒΓ y su opuesto. Entonces, las superficies men
cionadas tienen precisamente el mismo límite, que está en 
un plano, y ambas son cóncavas hacia el mismo lado y una 
de ellas contiene unas partes de la otra y las otras partes las 
tienen en común. Luego la contenida es menor [Post. 4], 

ίο Quitadas las partes comunes — el segmento ΑΒΓ y su opues
to—  la superficie del cilindro correspondiente al arco α β γ  es 
menor que la superficie compuesta por los paralelogramos 
correspondientes a las rectas a e , e z , z r  más las figuras a e b , 

15 ΒΖΓ y sus opuestas. Y las superficies de los paralelogramos 
mencionados junto con las figuras mencionadas son meno

49 La expresión [la superficie de] que aparece en los mss. es eviden
temente errónea.

50 [Puesto que EH. H Z son mayores que EZ„ añádanse en común AE, zr. 
Entonces las rectas HA. Η Γ enteras son mayores que AE, EZ, zr].
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res que la  su p erfic ie  com p u esta  por lo s  paralelogram os c o 
rrespondientes a AH, ΗΓ51.

Por tanto, es evidente que los paralelogramos compren- 20 

didos por AH, ΓΗ y las generatrices del cilindro son mayores 
que la superficie del cilindro correspondiente al arco ΑΒΓ.

Y si la mitad del área K no es mayor que las figuras 
mencionadas, se trazarán rectas tangentes al segmento de 25 

modo que las restantes figuras circundantes resulten ser me
nores que la mitad de K52, y lo demás se demostrará igual 
que lo de arriba53.

*!*

Demostrado esto está claro que54, si se inscribe una pi- 52 

rámide en un cono isósceles, la superficie de la pirámide 
excluida la base es menor que la superficie del cono [Prop. 4 

9]55 y que si se circunscribe una pirámide a un cono isósce- 9 

les, la superficie de la pirámide excluida la base es mayor 
que la superficie del cono excluida la base [Prop. 10]56.

Está claro a partir de lo demostrado que si se inscribe un 
prisma en un cilindro recto, la superficie del prisma com- 15 

puesta por los paralelogramos es menor que la superficie del

51 [Ya que junto con K, que es mayor que las figuras, eran iguales a 
ellos],

52 Cf. prop. 6 (20, 17 y ss.).
53 Prop. 11 (42, 23 y ss.).
54 [Sobre la base de lo dicho anteriormente],
55 [Pues cada uno de los triángulos que contienen la pirámide es me

nor que 1a superficie del cono que queda entre los lados del triángulo; de 
manera que también la superficie entera de la pirámide excluida la base 
es menor que la superficie del cono excluida la basé],

56 [Según se deduce de aquello].
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cilindro excluidas las bases57 [Prop. 11], y que si se circuns- 
20 cribe un prisma a un cilindro recto, la superficie del prisma 

compuesta por los paralelogramos es mayor que la superfi
cie del cilindro excluidas las bases [Prop. 12].

25 La superficie de todo cilindro recto excluida la base es 
igual a un círculo cuyo radio es media proporcional de la 
generatriz del cilindro y  el diámetro de la base del cilindro.

54 Sea el círculo A la base de un cilindro recto y sea ΓΔ 
igual al diámetro del círculo A, y e z  igual a la generatriz del 
cilindro y téngase H por media proporcional de ΔΓ, EZ y 

5 póngase el círculo B cuyo radio sea igual a H.

57 [Ya que cada uno de los paralelogramos del prisma es menor que la 
superficie del cilindro correspondiente a él\.

«Bases» es corrección de Heiberg; los mss., aquí como más adelante, 
lin. 22, dan el singular «base».

P r o p o s i c i ó n  13

Δ K
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Se ha de demostrar que el círculo B es igual a la superfi
cie del cilindro excluida la base.

Pues si no es igual, ha de ser mayor o menor.
Sea primero, si es posible, menor.
Habiendo dos magnitudes desiguales —la superficie del 

cilindro y el círculo B— es posible inscribir en el círculo B 
un polígono equilátero y circunscribir otro de modo que el 
circunscrito guarde con el inscrito una razón menor que la 
que guarda la superficie del cilindro con el círculo B [Prop. 
5], Considérese circunscrito e inscrito, y circunscríbase al 
círculo A una figura rectilínea semejante a la circunscrita a B 
y a partir de esta figura rectilínea construyase un prisma58. 
Estará circunscrito al cilindro. Sea también ΚΔ igual al pe
rímetro de la figura rectilínea circunscrita al círculo A, y AZ 
igual a ΚΔ y sea Γ Τ  la mitad de ΓΔ. El triángulo κ δ τ  será 
igual a la figura rectilínea circunscrita al círculo A 59, y el 
paralelogramo ΕΛ igual a la superficie del prisma circunscri
to al cilindro60. Póngase EP igual a EZ.

Entonces el triángulo ΖΡΛ es igual al paralelogramo 
ΕΛ [Elem. I 41], así que también a la superficie del prisma.
Y puesto que las figuras rectilíneas circunscritas a los círcu
los A, B son semejantes, guardarán la misma razón61 que los 
cuadrados construidos sobre los radios. Entonces el triangu
lo ΚΤΔ guardará con la figura rectilínea circunscrita al círcu
lo B la misma razón que el cuadrado de lado ΤΔ con el de

58 El prisma ha de ser «de la m isma altura que el cilindro», com o seña
la un escolio a B.

59 [Puesto que tiene por base una recta igual a su perímetro y  la altu
ra igual al radio del círculo a],

60 [Puesto que está comprendido por la generatriz del cilindro y  una 
recta igual al perímetro de la base del prisma].

61 [Las figuras rectilíneas].
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lado H [Elem. VI l ] 62. Pero la razón que guarda el cuadrado 
10 de lado ΤΔ con el de lado H es la razón que guarda ΤΔ con pz
24 en longitud63. Y la razón que guarda ΤΔ con pz en longitud
25 es  la que guarda e l triángulo ΚΤΔ con  e l triángulo ΡΛΖ64; 

lu eg o  e l triángulo ΚΤΔ guarda co n  la  figura rectilín ea  cir
cunscrita al círcu lo  B la  m ism a  razón que e l triángulo  ΤΚΔ

58 con el triángulo ΡΖΛ. Luego el triángulo z a p  es igual a la fi
gura rectilínea circunscrita al círculo B [Elem. V 9], De ma
nera que también la superficie del prisma circunscrito al ci
lindro A es igual a la figura rectilínea circunscrita al círculo 

5 B. Y puesto que la figura rectilínea circunscrita al círculo B 
guarda con la figura inscrita en el círculo una razón menor 
que la que guarda la superficie del cilindro A con el círculo 
B [por hipót.], también la superficie del prisma circunscrito 

ío al cilindro guardará con la figura rectilínea inscrita en el cír
culo B una razón menor que la que guarde la superficie del

62 [Puesto que las rectas ΤΔ, H son iguales a los radios],
63 [Ya que H es media proporcional de ΤΔ, PZ, puesto que lo es también 

de ΓΔ, EZ. ¿Cómo es eso? Puesto que Δ Tes igual a T ry  p e  igual a EZ, en
tonces ΓΔ es el doble de ΤΔγ P Ze l doble de PE; luego Δr e s  a ΔΓοοιηο PZ  
es a ZE; luego el rectángulo comprendido por ΓΔ, EZ es igual al compren
dido por ΤΔ, PZ. Y el cuadrado de lado Hes igual al rectángulo compren
dido por ΓΔ. EZ; y  entonces el cuadrado de lado H es igual al rectángulo 
comprendido por ΤΔ. p z ; luego ΤΔ es a H  como H a  PZ; luego ΤΔ es a PZ  
como el cuadrado de ΤΔ al cuadrado de H; y  si tres rectas están en pro
porción, la primera es a la tercera como la figura construida sobre la 
primera es a la figura semejante y  construida de manera semejante sobre 
la segunda {Elem. VI 20, corol. 2)]. Se ha hecho notar en esta glosa la 
evidente ausencia de la concisión característica de los textos matemáticos 
y del estilo de Arquímedes; Heiberg abrevia la explicación en notación 
moderna del siguiente modo: Por hipótesis, Η2 = ΔΓ x EZ y ΔΓ = 2ΤΔ, EZ = 
1/2pz; por lo cual, Η2 = ΤΔ x PZ, es decir, que ΤΔ : H :: H : p z , y es de apli
cación Elem. V I20, corol, 2, como figura en la glosa.

64 [Puesto que ΚΔ. AZson iguales].
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cilindro con el círculo B y  lo mismo tomando la proporción 
en alternancia65. Lo cual es imposible66. i6

Luego el círculo b no es menor que la superficie del ci
lindro.

Sea mayor, si es posible.
Considérese de nuevo una figura rectilínea inscrita en el 20 

círculo B y  otra circunscrita, de manera que la circunscrita 
guarde con la inscrita una razón menor que el círculo B con 
la superficie del cilindro [Prop. 5], e inscríbase en el círculo 
A un polígono semejante al inscrito en el círculo B, y  cons- 25 

triase un prisma sobre el polígono inscrito en el círculo 67.
Y sea de nuevo ΚΔ igual al perímetro de la figura rectilínea 
inscrita en el círculo A, y  sea ΖΛ igual a ella.

Entonces el triángulo ΚΤΔ será mayor que la figura recti- 60 

línea inscrita en el círculo A68, y el paralelogramo ΕΛ será 5 

igual a la superficie del prisma compuesta por paralelogra- 
mos69. De modo que también el triángulo ΡΛΖ es igual a la 10 

superficie del prisma. Y puesto que las figuras rectilíneas 
inscritas en los círculos A, B son semejantes, guardan entre 
sí la misma razón que los cuadrados construidos sobre los 15

65 Eu t . (32, 3-6) cita el texto de Arquímedes «Luego, tomando la 
proporción en alternancia, el prisma guarda con el cilindro una razón me
nor que el polígono inscrito en el círculo b con el círculo B. Lo cual es 
imposible», en lugar de las frases «Y lo mismo tomando la proporción en 
alternancia. Lo cual es imposible».

66 [Ya que se ha demostrado que la superficie del prisma circunscrito 
al cilindro es mayor que la superficie del cilindro, mientras que la figura 
rectilínea inscrita en el círculo b es menor que el círculo s]. El texto se- 
cluido resume el contenido del comentario de Eutocio.

67 Entiéndase:«en el círculo a».
68 [Puesto que por base tiene su perímetro y  una altura mayor que la 

perpendicular trazada desde el centro hasta un lado del polígono],
69 [Puesto que está comprendido por la generatriz del cilindro y  una 

línea igual al perímetro de la figura rectilínea que es la base del prisma].
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radios de los círculos [Elem. XII 1]. Y también los triángu
los Κ ΤΔ, ΖΡΛ guardan entre sí la razón de los cuadrados 
construidos sobre los radios de los círculos70. Luego la figu
ra rectilínea inscrita en el círculo A guarda con la figura rec
tilínea inscrita en el círculo B la misma razón que el triángu
lo Κ ΤΔ con el triángulo ΛΖΡ. Y la figura rectilínea inscrita en 
el círculo A  es menor que el triángulo Κ ΤΔ. Luego también 
la figura rectilínea inscrita en el círculo b  es menor que el 
triángulo ΖΡΛ; de manera que también es menor que la su
perficie del prisma inscrito en el cilindro. Lo cual es impo
sible71.

Luego el círculo B no es mayor que la superficie del ci
lindro.

Y se había demostrado que tampoco era menor. Luego 
es igual.

P r o p o s i c i ó n  1 4

La superficie de todo cono isósceles excluida la base es 
igual al círculo cuyo radio es media proporcional entre la 
generatriz del cono y  el radio del círculo que es la base del 
cono.

70 Heiberg justifica este aserto de la manera siguiente: κτλ  : ζλ ρ  =  τ δ  : 
ΖΡ =  ta2 : H2; pero τ δ  es igual al radio del círculo a , y  h es el radio del 
círculo B.

71 [Ya que la figura rectilínea circunscrita al círculo B guarda con la 
inscrita una razón menor que el círculo B con la superficie del cilindro, y
lo mismo tomando la proporción en alternancia, y  que la figura circuns
crita en torno al círculo b  es mayor que el círculo b , entonces la figura 
inscrita en el círculo B es mayor que la superficie del cilindro; luego tam
bién mayor que la superficie delprisma].
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E

Sea un cono isósceles cuya base sea el círculo A y sea Γ 10 

su radio y sea Δ igual a la generatriz del cono, y sea E media 
proporcional de r , Δ, y tenga el círculo B su radio igual a e .

Digo que el círculo B es igual a la superficie del cono 15 

excluida la base.
Pues si no es igual, o bien es mayor o menor.
Sea primero menor.
La superficie del cono y el cír

culo B son dos magnitudes desigua
les, y la superficie del cono es ma
yor; luego es posible inscribir un 1 /  \  20

polígono equilátero en el círculo b  I
y circunscribir otro semejante al r  
inscrito de manera que el circuns
crito guarde con el inscrito una ra
zón menor que la que guarda la superficie del cono con el 
círculo B [Prop. 5]. Considérese también circunscrito al cír
culo A  un polígono semejante al circunscrito al círculo B , y 25 

sobre el polígono circunscrito al círculo A construyase una 
pirámide que tenga el mismo vértice que el cono.

Puesto que los polígonos circunscritos a los círculos A , B 

son semejantes, guardan entre sí là misma razón que los 64 

cuadrados de los radios entre sí —esto es, la que guardan 
los cuadrados de lado Γ y  lado E; esto es, la razón de Γ a Δ 
en longitud [Elem. VI 20, corol. 2]— . Y la razón que guarda 
en longitud Γ con Δ es la que guarda el polígono circunscrito 5 

al círculo A  con la superficie de la pirámide circunscrita al co
no72, luego la figura rectilínea en tomo al círculo A guarda 10

72 /Pues Γ  es igual a la perpendicular desde el centro hasta un lado 
del polígono y  A es igual a la generatriz del cono; altura común, el perí
metro del polígono frente a la mitad de las superficies].

El texto de la glosa es oscuro, aunque se comprende bien su intención; 
es evidente que cada una de las figuras en cuestión es igual a un triángulo
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con la figura rectilínea en tomo al círculo B la misma razón 
que esa misma figura rectilínea73 con la superficie de la pi
rámide circunscrita al cono; de manera que la superficie de 
la pirámide es igual a la figura rectilínea circunscrita al cír
culo B [Elem. V 9], Puesto que la figura rectilínea circuns
crita al círculo B guarda con la inscrita una razón menor que 
la superficie del cono con el círculo b , la superficie de la pi
rámide circunscrita al cono guardará con la figura rectilínea 
inscrita en el círculo B una razón menor que la superficie del 
cono con el círculo B. Lo cual es imposible74.

Luego el círculo B no será menor que la superficie del 
cono.

Y afirmo que tampoco será mayor.
Pues si es posible, sea mayor.
De nuevo considérese un polígono inscrito en el círculo 

B y otro circunscrito, de manera que el circunscrito guarde 
con el inscrito una razón menor que la que guarda el círculo 
B con la superficie del cono [Prop. 5], y considérese inscrito 
en el círculo A un polígono semejante al inscrito en el círcu
lo B, y construyase sobre él una pirámide que tenga el mis
mo vértice que el cono.

Puesto que los polígonos inscritos en los círculos A, B 
son semejantes, guardarán entre sí la misma razón que la 
que guardan los cuadrados de los radios entre sí [Elem. XII 
1], Entonces el polígono guarda con el polígono la misma

cuya base fuera el perímetro del polígono, y  cuyas alturas serían, respecti
vamente, r  para el polígono y Δ para la pirámide; en aplicación de Elem. 
V II  : «Los triángulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son 
entre sí como sus bases», la relación entre el polígono circunscrito y la su
perficie lateral de la pirámide es la de Γ : Δ.

73 Es decir, «la figura circunscrita a A».
74 [Pues se ha demostrado que la superficie de la pirámide es mayor 

que la superficie del cono, mientras que la figura rectilínea inscrita en el 
círculo B será menor que el círculo λ].
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razón que Γ con Δ en longitud [Elem. VI 20, corol. 2], Y r  
guarda con Δ una razón mayor que el polígono inscrito en el 
círculo A  con la superficie de la pirámide inscrita en el co- 15 

no75, Luego el polígono inscrito en el círculo A  guarda con 20 

el polígono inscrito en el círculo B una razón mayor que ese 
mismo polígono76 con la superficie de la pirámide. Luego la 
superficie de la pirámide es mayor que el polígono inscrito 
en el círculo B. Y el polígono circunscrito al círculo B guar- 25 

da con el inscrito una razón menor que el círculo B con la 
superficie del cono. Luego con más razón el polígono cir
cunscrito al círculo B guarda con la superficie de la pirámi
de inscrita en el cono una razón menor que el círculo B con 68 
la superficie del cono. Lo cual es imposible11.

Luego el círculo tampoco es mayor que la superficie del 5 

cono. Y se había demostrado que tampoco era menor; luego 
es igual.

P r o p o s ic ió n  15

La superficie de todo cono isósceles guarda con la base 10 

la misma razón que la generatriz del cono con el radio de 
la base del cono.

75 [Pues el radio del circulo A guarda con la generatriz del cono una 
razón mayor que la que guarda la perpendicular trazada desde el centro 
hasta un lado del polígono con la perpendicular trazada desde el vértice 
del cono hasta un lado del polígono].

Esta parte del texto coincide de m odo prácticamente literal con el prin
cipio del comentario de Eu t ., 32.

76 Es decir, «el inscrito en el círculo A».
77 [Pues el polígono circunscrito es mayor que el circulo B, mientras 

que la superficie de la pirámide inscrita en el cono es menor que la super
ficie del cono].
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Sea un cono isósceles cuya base es el círculo A, y  sea B 

igual al radio de A y r  igual a la generatriz del cono.

m ism a razón que r  con  b  en lo n gitu d 79.

Así que es evidente que la superficie del cono guarda 
con el círculo A la misma razón que Γ con b en longitud.

Si un cono isósceles es cortado por un plano paralelo a 
la base, la superficie del cono comprendida entre los planos 
paralelos es igual a un círculo cuyo radio es media propor
cional entre la (porción dé) generatriz del cono situada en
tre los planos paralelos y  una recta igual a la suma de los 
radios de los círculos situados en los planos paralelos.

78 [Esto quedó demostrado en la proposición anterior].
79 [Cada una de las razones es la misma que guardan E y  b  en cua

drado por ser los círculos entre sí como los cuadrados de sus diámetros 
entre si (Elem. XII 2) y,  de manera semejante, también los cuadrados de 
los radios de los círculos; pues si lo son los diámetros, también sus mita
des, es decir, los radios; y  b , e  son iguales a los radios].

Se ha de demostrar que la su
perficie del cono guarda con el 
círculo A la misma razón que r  
conB.

B E Γ

Tómese e  como media pro
porcional de b, r, y  trácese el cír
culo Δ de radio igual a E. Enton
ces el círculo Δ es igual a la 
superficie del cono [Prop. 14]78. Y 
se había demostrado que el círcu
lo δ  guarda con el círculo A la

P r o p o s i c i ó n  1 6
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ίο

Sea un cono en el que el triángulo que pasa por el eje 
sea igual a ΑΒΓ, y sea cortado por un plano paralelo a la ba
se y produzca como sección δε, y sea BH el eje del cono; y 
póngase un círculo cuyo radio sea media proporcional de α δ 

y de la suma de δ ζ , h a : sea el círculo Θ.

Digo que el círculo Θ es igual 
a la superficie del cono compren
dida entre δ ε, αγ.

Trácense los círculos A, K, y  
sea el cuadrado del radio del círcu
lo K equivalente al rectángulo com
prendido por ΒΔΖ, y  sea e l cuadra
do del radio de A equivalente al 
rectángulo comprendido por BAH.

Entonces el círculo A es igual 
a la superficie del cono ΑΒΓ, y el 
círculo K es igual a la superficie 
del cono ΔΕΒ [Prop. 14]. Y puesto 
que el rectángulo comprendido por BA, AH es igual al com
prendido por βδ, ΔΖ más el comprendido por α δ  y la suma 
de ΔΖ, AH — ya que ΔΖ es paralela a AH80—  mientras que el 25 

rectángulo comprendido por a b , a h  equivale al cuadrado del 
radio del círculo A y el rectángulo comprendido por ΒΔ, ΔΖ 

equivale al cuadrado del radio del círculo K, y el rectángulo 
comprendido por ΔΑ y la suma de ΔΖ, AH equivale al cua- 72 

drado del radio de Θ [por hipót.], entonces el cuadrado del 
radio del círculo A es igual a la suma de los cuadrados de 
los radios de los círculos K, Θ. De manera que también el 
círculo A es igual a la suma de los círculos K, Θ. Pero el cír- 5

Ar
H \

20

80 Este aserto se prueba en el texto entre corchetes cuadrados que si
gue a esta m isma proposición (72, 9-23); otra demostración en E u t o c i o ,  

34, 23-36, 7.
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cu lo  A es igu a l a la su p erfic ie  d el co n o  ΒΑΓ, m ientras que e l 
círcu lo  K es igu a l a la sup erfic ie  del co n o  ΔΒΕ.

Luego la superficie restante del cono, la comprendida 
entre los planos paralelos ΔΕ, ΑΓ es igual al círculo Θ.

[Sea81 BAH un paralelogramo y  sea su diagonal BH. Cór
tese el lado BA al azar por el punto Δ y  por el punto Δ trácese 
la recta ΔΘ paralela a AH, y  por el punto z  la recta ΚΛ parale
la a BA.

b  k  Digo que el paralelogramo
BAH es igual a la suma del para- 

Q lelogramo ΒΔΖ más el formado 
por δ α  y  la suma de ΔΖ, AH.

Puesto que el paralelogramo 
BAH entero es el de diagonal BH 

y  el ΒΔΖ es el de diagonal BZ, y  el comprendido por ΔΑ y  la 
suma de ΔΖ, AH es el gnomon82 ΜΝΞ; pues el rectángulo 
comprendido por ΔΑΗ es igual al KH por ser igual el com
plemento ΚΘ al complemento ΔΛ, mientras que el compren
dido por ΔΑ, ΔΖ es igual al de diagonal ΔΛ,

Luego la figura entera b h , que es el rectángulo com
prendido por BAH, es igual al comprendido por ΒΔΖ mas el 
gnomon μ ν ξ , que es igual al rectángulo comprendido por 
δ α  y  la suma de a h , δ ζ ].

81 Este texto —evidentemente, una glosa con carácter de lema—, que 
no figura en el ms. B, aparece en los mss. A y C y los que dependen de 
ellos.

82 La definición de gnomon figura en E u c l i d e s  (Elem. II, def. 2): «En
■ cualquier área de paralelogramo llámese gnomon a uno cual-
] quiera de los paralelogramos dispuestos en torno al diámetro
: con los dos complementos» (trad, de Ma. L. P u e r t a s  en B. C.

1 G., 155).
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LEMAS 83

1. Los conos que tienen la misma altura guardan la misma 25

razón que las bases. Y los que tienen las mismas ba
ses guardan la misma razón que sus alturas84.

2 . Si un cilindro es cortado por un plano paralelo a la base, 74

como el cilindro es al cilindro es el eje al eje85.
3. Los conos que tienen las mismas bases que los cilindros86

están en la misma razón que los cilindros.
4. En los conos iguales las bases son inversamente propor- 6

cionales a las alturas. Y aquéllos en los que las bases 
son inversamente proporcionales a las alturas son 
iguales87.

5. Los conos en los que los diámetros de sus bases guardan 10

la misma razón que los ejes88, guardan entre sí una 
razón que es el cubo de la de los diámetros de sus ba
ses89.

Todo esto fue demostrado por los antiguos.

83 Al igual que la glosa anterior, los lemas figuran en c y en los mss. 
derivados de a, pero faltaban en b, en donde Moerbeke los añadió como 
nota marginal haciendo constar que los tomaba de otro ejemplar. Una ma
no distinta de la suya anotó que se trataba de enunciados demostrados por 
Euclides. La numeración no figura en los mss., sino que es debida a Torelli.

S4 Elem. XII 11 y Elem. XII 14.
85 Elem. X II13.
86 La demostración no figura en Euclides, pero puede deducirse de 

Elem. XII 10. Por otro lado, el sentido exige la restitución de las palabras 
«y las mismas alturas».

87 Elem. XII 15.
88 [&  decir, que las alturas].
89 Elem. XII 12 y cf. XI def. 24.
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P r o p o s ic ió n  17

is Si hay dos conos isósceles y  la superficie de un cono es
igual a la base del otro y  la perpendicular trazada desde el 
centro de la base hasta la generatriz del cono es igual a la 
altura, los conos serán iguales.

20 Sean α β γ , δ ε ζ  dos conos isósceles y  sea la base de α β γ
igual a la superficie de δ ε ζ , y  sea la altura a h  igual a ΚΘ, la 
perpendicular trazada desde el centro de la base Θ, hasta una 
generatriz del cono, como δ ε .

Digo que los conos son iguales.
76 Puesto que la base de ΑΒΓ es 

igual a la superficie de δ ε ζ 90, 
entonces la base de β α γ  es a la 
base de δ ε ζ  como la superficie de 
ΔEZ a la base de ΔΕΖ [Elem. V 7]. 
Pero la superficie es a su propia 
base como ΔΘ a θ κ 91. Y ΘΚ es 
igual a AH. Luego la base de β α γ  
es a la base de δ ε ζ  como la altura 
de ΔΕΖ a la altura de ΑΒΓ. Luego 
las bases de α β γ , δ ε ζ  son inver
samente proporcionales a las alturas. 

Luego el cono β α γ  es igual al δ ε ζ  [Lema 4, 74, 6-8],

90 [Ylas magnitudes iguales guardan con lo mismo la misma razón],
91 [Pues esto se había demostrado (Prop. 15), que la superficie de todo 

cono isósceles guarda con su base la misma razón que la generatriz del 
cono con el radio de la base, es decir, son como ΔE a ΕΘ. Y ΕΔ es a ΘΔ co- 
ιηοΕΘ α ΘΚ, pues los triángulos son equiángulos {Elem. V I4)].
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P r o p o s ic ió n  18

Todo rombo92 compuesto por conos isósceles es igual a 
un cono que tenga la base igual a la superficie de uno de 
los conos que contienen el rombo y  ¡a altura igual a ¡a per
pendicular trazada desde el vértice del otro cono hasta la 
generatriz del primer cono.

Sea α β γ δ  un rombo com
puesto por conos isósceles 
cuya base sea el círculo de 
diámetro ΒΓ, y su altura α δ  y 
construyase otro cono η θ κ  
que tenga la base igual a la 
superficie del cono ΑΒΓ y la 
altura igual a la perpendicu
lar trazada desde el punto Δ 
hasta la recta AB o hasta la 11 λ
recta trazada como proion- M 
gación de ella y sea ΔΖ, y 
sea θ λ  la altura del cono °
ΘΗΚ. Y ΘΛ es igu a l a ΔΖ. h

Digo que el cono93 es igual al rombo.
Pongamos otro cono MNE que tenga la base igual a la ba

se del cono α β γ  y la altura igual a ΑΔ, y sea su altura n o .
Puesto que la recta NO es igual a α δ , entonces no  es a ΔΕ 

como ΑΔ es a ΔΕ [Elem. V 7]. Pero ΑΔ es a ΔΕ como el rom
bo α β γ δ  es al cono ΒΓΔ y  NO es a ΔΕ como el cono ΜΝΞ al

92 «Rombo sólido», se entiende; v. def 6.
93 Se entiende: «el cono ΗΘΚ».
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cono β γ δ 94. Por tanto, el cono MNH es al cono β γ δ  como el 
rombo α β γ δ  al cono ΒΓΔ. Luego ΜΝΞ es igual al rombo 
ΑΒΓΔ [Elem. V 9]. Y puesto que la superficie de ΑΒΓ es 
igual a la base de ΗΘΚ, entonces la superficie de ΑΒΓ es a su 
propia base como la base de ΗΘΚ es a la base de ΜΝΞ95. Y la 
superficie de ΑΒΓ es a su propia base como a b  es a BE 
[Prop. 15], es decir, como ΑΔ es a Δ Ζ 96. Luego la base de 
η θ κ  es a la base de μ ν ξ  como α δ  es a ΔΖ. Y α δ  es igual a 
NO97, y ΔΖ a ΘΛ [por hipót.]. Luego la base de ΗΘΚ es a la 
base de μ ν ξ  como la altura n o  es a la altura ©A. Luego las 
bases de los conos ΗΘΚ, ΜΝΞ son inversamente proporciona
les a sus alturas; luego los conos son iguales [Lema 4 (74, 6- 
8)]. Y se había demostrado que μ ν ξ  es igual al rombo α β γ δ .

Luego también e l cono η θ κ  e s  igual al rombo α β γ δ .

P r o p o s ic ió n  19

Si se corta un cono isósceles mediante un plano parale
lo a la base y  sobre el círculo resultante se construye un 
cono que tenga por vértice el centro de la base y  del cono 
entero se resta el rombo resultante, la figura circundante98 
será igual a un cono que tenga su base igual a la superficie 
del cono que queda entre los planos paralelos y  la altura

94 [Por ser sus bases iguales],
95 [Pues la base de Α Β Γ  es igual a la base de ΜΝΞ],
96 [Pues son triángulos semejantes],
97 [Pues se había supuesto].
98 En gr., períleimma; M u g l e r  (Dictionnaire..., art. περίλειμμα) ex

plica: «Nombre por el cual Arquímedes designa lo que queda de una figu
ra, plana o en el espacio, tras la sustracción de otra o varias otras figuras».
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igual a la perpendicular trazada desde el centro de la base 
hasta una generatriz del cono99.

Sea α β γ  un cono isós
celes y sea cortado me
diante un plano paralelo a 
la base y produzca como 
sección ΔΕ, y sea z el 
centro de la base, y sobre 
el círculo de diámetro ΔΕ 

construyase un cono que 
tenga z por vértice. Así,
ΒΔΖΕ será un rombo com
puesto por conos isósce
les. Construyase un cono 
ΚΘΛ cuya base sea igual a 
la superficie que queda 
entre δ ε , α γ  y su altura, 
una vez trazada z h  per- 20

pendicular desde el punto Z hasta AB, sea igual a ZH.

Digo que si se considera restado el rombo ΒΔΖΕ del cono 
ΑΒΓ, la  figura circundante será igual al cono ΘΚΛ.

Pónganse dos conos ΜΝΞ, ο π ρ  de modo que la base de 25 

μ ν ξ  sea igual a la superficie del cono α β γ  y  la altura igual a 
z h  10°, y  la base del cono ο π ρ  sea igual a la superficie del co- 82 5 

no ΔΒΕ y  la altura igual a ZH101.

99 «Del cono primero», hemos de entender a la luz de lo que se dice en 
la descripción de la figura.

100 [Por eso precisamente el cono ΜΝΞ es igual al cono ΑΒΓ; pues si 
hubiera dos conos isósceles y  la superficie de un cono fuera igual a la ba
se del otro —y  además la perpendicular trazada desde el centro de la ba
se hasta la generatriz del cono fuera igual a ta altura, los conos serían 
iguales (Prop. 17)].

101 [Por eso precisamente el cono ο π ρ  es igual al rombo β δ ζ η . Pues 
esto se había demostrado previamente (Prop. 17)].
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ίο Puesto que la superficie del cono ΑΒΓ se compone de la
superficie del cono a b e  más la superficie que queda entre 
ΔΕ, α γ  y la superficie del cono α β γ  es igual a la base del co
no ΜΝΞ, mientras que la superficie del cono ΔΒΕ es igual a la 
base del cono oriP, y la superficie que queda entre δ ε , a t  es 

15 igual a la base de ΘΚΛ [por hipót.], entonces la base de ΜΝΞ 
es igual a la suma de las bases de los conos ΘΚΛ, ΟΠΡ. Y los 
conos tienen la misma altura; luego el cono ΜΝΞ es igual a 
la suma de los conos ΘΚΛ, ΟΠΡ. Pero el cono MNH es igual al 
cono α β γ  [Prop. 17], y el cono riop al rombo β δ ε ζ  [Prop. 
18].

20 Luego el cono restante ΘΚΛ es igual a la figura circun
dante.

P r o p o s i c i ó n  2 0

Si en un rombo compuesto por conos isósceles se
corta uno de los conos mediante un plano paralelo a la
base y  sobre el círculo resultante se construye un cono

25 que tenga por vértice el mismo que el otro cono, y  del
rombo entero se resta el rombo resultante, la figura cir
cundante es igual a un cono que tenga su base igual a la
superficie del <tronco de) cono que queda entre los pla-

84 nos paralelos y  la altura igual a la perpendicular traza
da desde el vértice de un cono hasta la generatriz del
otro cono.

Sea α β γ δ  un rombo compuesto por conos isósceles y
5 córtese uno de los conos mediante un plano paralelo a la

base, y produzca como sección EZ, y sobre el círculo de
diámetro EZ constrúyase un cono que tenga por vértice el
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punto δ . Habrá resultado el rombo ε β δ ζ ; considérese (és
te) quitado del rombo entero, y  póngase un cono ΘΚΛ 
que tenga la base igual a la superficie que queda entre
α γ ,  EZ y  la altura igual a la perpendicular trazada desde
el punto Δ hasta BA o hasta la recta prolongación de ella.

Digo que el cono ΘΚΛ es igual a la figura circundante 
indicada.

Construyanse dos co
nos μ ν ξ , ο π ρ  y sea la 
base del cono ΜΝΞ igual 
a la superficie del cono 
ΑΒΓ y su altura igual a 
ΔΗ I02, y sea la base del 
cono ΟΠΡ igual a la su
perficie del cono e b z  y 
la altura igual a δ η 103.

Puesto que igualmente [Prop. 19] la superficie del cono 
ΑΒΓ se compone de la de EBZ más la que queda entre los 
planos e z , α γ , mientras que la superficie del cono α β γ  es 
igual a la base de ΜΝΞ y la superficie del cono EBZ es igual 
a la base del cono ΟΡΠ, y la superficie que queda entre los 
planos EZ, ΑΓ es igual a la base del cono ΘΚΛ, entonces la 
base de m nh  es igual a la suma de las bases de ο π ρ , θ κ λ . Y 
los conos tienen la misma altura; luego el cono ΜΝΞ es igual 
a la suma de los conos θ κ λ , ο π ρ . Pero el cono μ ν ξ  es igual

10

20

25

86

102 [Por lo ya demostrado (Prop. 18), el cono Μ ΝΞ es igual al rombo 
α β γ δ [.

103 [De la misma manera (Prop. 18), el cono ο π ρ  es igual al rombo 
Ε Β ΔΖ\
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5 al rombo α β γ δ  [Prop. 18], y  e l cono ΟΠΡ es igu a l al rombo 
ε β δ ζ  [Prop. 1 8 ] 104.

Luego el cono restante Θ Κ Λ  es igual a la figura circun
dante.

P r o p o s i c i ó n  21

Si en un circulo se inscribe un polígono equilátero de 
io numero par de lados y  se trazan rectas que unan los la

dos 105 del polígono de manera que éstas sean paralelas a 
una cualquiera de las rectas que subtienden dos lados del 
polígono, la suma de todas las rectas de unión guarda con 
el diámetro del círculo la misma razón que guarda la que 

is subtiende la mitad de los lados menos uno con el lado del 
polígono.

Sea α β γ δ  un círculo e inscríbase en él un polígono 
Α Ε Ζ Β Η Θ Γ Μ Ν Δ Λ Κ ,  y  trácense las rectas Ε Κ ,  Ζ Λ ,  Β Δ ,  H N ,  Θ Μ ;  es 
evidente que son paralelas a la que subtiende dos lados del 
polígono106.

104 Heiberg completa el razonamiento indicando que ΑΒΓ = ©ΚΛ + 
εβδζ, y  que restando de ambos miembros el rombo εβδζ  se obtiene la te
sis propuesta.

105 Según conjetura Heiberg, el texto de Arquímedes debía de decir 
«ángulos» en vez de «lados».

106 Puesto que los arcos ΚΛ, EZ son iguales, también son iguales los 
ángulos EKZ, ΚΖΛ (Elem. III 27), y por tanto e k  y ΛΖ son paralelas. El 
mismo razonamiento se utilizará también más adelante y en la proposición 
22.
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Digo que la suma de todas las rectas indicadas guarda 20 

con el diámetro ΑΓ del círculo la misma razón que ΓΕ con
EA.

Trácense las rectas ZK,
ΛΒ, η δ , ΘΝ. Entonces, ZK 
es paralela a e a ; b a  para
lela a ZK, y también δ η  25
paralela a b a , θν  paralela 
a ΔΗ, γμ  paralela a ΘΝ107.
Por tanto, ε ξ  es a ξ α  co
mo ΚΞ es a ΞΟ [Elem. VI 
4]. Y ΚΞ es a ξ ο  como zn 
es a no [id.]; y zn es a no 
como ΛΠ es a ΠΡ [id.]·, y
ΛΠ es a ΠΡ como ΒΣ es a ςρ [id.] y, además, ΒΣ es a ςρ como 
ΔΣ es a ΣΤ [id.]\ y ΔΣ es a ΣΤ como HY es a YT [id.]; y ade- 5 

más, HY es a y t  como n y  es a υ φ ; y n y  es a υφ  como θ χ  es 
a ΧΦ; y además θ χ  es a χφ  como MX es a x r  [id.]108. Luego 10 

ε ξ  es a ξ α  como la suma de ε κ , z a , βδ, h n , θμ es al diáme
tro ΑΓ [Elem. V 12], Y, por otro lado, ΕΞ es a ΞΑ como ΓΕ es 
aEA.

Luego también γ ε  será a e a  como la suma de ε κ , z a , β δ , 
η ν , θμ es al diámetro α γ .

P r o p o s ic ió n  22 15

Si en un segmento de círculo se inscribe un polígono 
cuyos lados excepto la base sean iguales y  en número par, y

107 [ Y p u e s to  que  EA y  K Z s o n  dos p a ra le la s  y  E K y  A O s o n  dos re c ta s  

que  las  a tra v ie s a n ].
108 [Y p o r  ta n to  la  sum a  de todas es a  la  sum a  de todas com o  una es a  

una  en la  ra z ó n ].
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se trazan rectas paralelas a la base del segmento que unan 
20 los lados del polígono, la suma de todas las rectas trazadas 

más la mitad de la base guarda con la altura del segmento 
la misma razón que la recta trazada para unir el diáme
tro 109 del círculo y  el lado del polígono con el lado del polí
gono.

25 En el círculo α β γ δ  trácese una recta ΑΓ y sobre ΑΓ en el 
segmento ΑΒΓ inscríbase un polígono de número par de la- 

90 dos y que tenga los lados iguales salvo la base ΑΓ, y trácen
se las rectas ZH, ε θ , que sean paralelas a la base del seg
mento.

B Digo que la suma de
ZH, ε θ , ΑΞ es a BH como 
δ ζ  es a ZB.

Tracemos de nuevo 
del mismo modo110 las 
rectas HE, ΑΘ.

Entonces son parale
las a BZ 1U; por el mismo 
razonamiento112 KZ es a 
KB como HK es a KA, y 

A como em  es a m a  y como
ίο μθ es a MN y como ξ α  es a ΞΝ113. Luego la suma de ZH, ΕΘ, 

ΑΞ es a ΒΞ como ZK es a KB [Elem. V 12]. Y ZK es a KB co
mo ΔΖ es a ZB [Elem. V I4],

Luego ΔΖ es a ZB como la suma de ZH, ΕΘ, ΑΞ es a BH.

109 Como se ve en la figura, se refiere «al extremo del diámetro exte
rior al segmento».

110 «Del mismo modo que en la proposición anterior», se entiende.
111 Cf. n. 106 a la prop. 21.
112 El mismo que en la proposición anterior.
113 [Y p o r  ta n to  la  sum a de todas es a  la  sum a  de to d a s  com o  una  es a  

una  en la  ra z ó n ].
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P r o p o s i c i ó n  2 3 114

Sea α β γ δ  un círculo máximo en la esfera e inscríbase en 
él un polígono equilátero y sea múltiplo de cuatro el número 
de sus lados y sean ΑΓ, ΔΒ diámetros suyos115.

Si, permaneciendo fi- b
jo el diámetro ΑΓ, se hace 
girar en tomo suyo el cír
culo α β γ δ  que contiene al 
polígono, es evidente que 
su circunferencia habrá si- A 
do transportada por la su
perficie de la esfera y que 
los ángulos del polígono, 
excepto los de vértice en 
los puntos A, r , se habrán 
desplazado por la superficie de la esfera siguiendo circunfe
rencias que describen círculos perpendiculares al círculo 
α β γ δ . Y las rectas que unen los ángulos del polígono, que 
son paralelas a ΒΔ, serán sus diámetros. Los lados del polí-

114 En los mss. falta el enunciado. S t a m a t is , en «Αρχιμήδεια I», 
Πλάτων 19 (1967), 151, lo restituye así: «Si en un círculo máximo de la 
esfera se inscribe un polígono equilátero y equiángulo cuyo número de 
ados sea múltiplo de cuatro, y si, permaneciendo fijo el diámetro del 
círculo que contiene el polígono se hace girar a éste hasta que vuelva a la 
misma posición desde la que empezó a moverse, la superficie de la figura 
inscrita en la esfera será menor que la superficie de la esfera».

115 «Perpendiculares entre sí» necesariamente, según se deduce de 90, 
21-25.
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gono se habrán desplazado describiendo unos conos116: los 
n  lados a z , a n  por la superficie del cono cuya base es el cír

culo de diámetro ZN y su vértice el punto a; los lados zh , mn 

se habrán desplazado según una superficie cónica cuya base 
5 es el círculo de diámetro mh y su vértice el punto en el que, 

una vez prolongadas zh , mn, coinciden entre sí y con ΑΓ; y 
los lados b h , ΜΔ se habrán desplazado según una superficie 
cónica cuya base es el círculo de diámetro βδ, perpendicular 

10 al círculo ΑΒΓΔ, y su vértice el punto en el que una vez pro
longadas bh, ΜΔ, coinciden entre sí y con ΓΑ. De manera 
semejante, también los lados que hay en el otro semicírculo 
se habrán desplazado según superficies cónicas semejantes, 
a su vez, a éstas. Y habrá quedado inscrita en la esfera una 

is figura contenida por las superficies cónicas recién indicadas, 
cuya superficie será menor que la superficie de la esfera.

Pues una vez dividida la esfera por el plano correspon
diente a ΒΔ, perpendicular al círculo ΑΒΓΔ, la superficie de 

20 un hemisferio y la superficie de la figura inscrita en él tie
nen los mismos límites en un solo plano, ya que la circunfe
rencia del círculo de diámetro ΒΔ, perpendicular al círculo 
ΑΒΓΔ, es límite de ambas superficies. Y las dos son cónca- 

25 vas hacia el mismo lado, y una de ellas está comprendida 
por la otra superficie y el plano que tiene los mismos límites 
que ella. Del mismo modo, también la superficie de la figu- 

94 ra inscrita en el otro hemisferio es menor que la superficie 
del hemisferio.

Y por tanto la superficie entera de la figura inscrita en la 
esfera es menor que la superficie de la esfera.

116 En realidad, describen superficies cónicas, pero unas lo son de co
nos y otras de troncos de cono.
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P r o p o s ic ió n  24

La superficie de la figura inscrita en la esfera es igual a 5 
un círculo tal que el cuadrado de su radio equivale al rec
tángulo comprendido por el lado de ¡a figura y  una recta 
igual a la suma de las rectas que unen los lados117 del polí
gono y  que son paralelas a la recta que subtiende dos lados 10 

del polígono.

Sea ΑΒΓΔ un círculo máximo de la esfera, y en él inscrí
base un polígono equilátero cuyo número de lados sea múl
tiplo de cuatro, y a partir del polígono inscrito considérese 
inscrita en la esfera una figura118 y trácense las rectas e z , i 5 
η θ ,  ΓΔ, ΚΛ, MN que sean paralelas a la recta que subtiende 
dos lados y póngase un círculo Ξ el cuadrado de cuyo radio 
equivalga al rectángulo comprendido por a e  y una recta 
igual a la suma de e z , η θ ,  γ δ ,  κ λ ,  m n.

A

B

Digo que ese círculo es igual a la superficie de la figura 20 

inscrita en la esfera.

117 Debería decir «ángulos», como ocurría más atrás, Prop. 21.
118 La figura inscrita estaría compuesta por el cono a e z  y  los troncos 

de cono ε ζ η θ , η θ γ δ , etc.
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Pónganse los círculos o , Π, p, r, t , y  y  equivalga el cua
drado del radio de o  al rectángulo comprendido por e a  y  la 

25 mitad de e z ; y  equivalga el cuadrado del radio de Π al rec
tángulo comprendido por e a  y  la mitad de la suma de e z , 
η θ ; y  equivalga el cuadrado del radio de p al rectángulo 

96 comprendido por EA y  la mitad de la suma de ΗΘ, ΓΔ; y  
equivalga el cuadrado del radio de Σ al rectángulo compren
dido por EA y  la mitad de la suma de ΓΔ, ΚΛ; y  equivalga el 
cuadrado del radio de τ  al rectángulo comprendido por AE y  

5 la mitad de la suma de KA, MN; y  equivalga el cuadrado del 
radio de Y al rectángulo comprendido por a e  y  la mitad de 
MN.

Por ello el círculo o  es igual a la superficie del cono a e z  
[Prop. 14]; el Π, a la superficie cónica que queda entre e z , 
ΗΘ [Prop. 16]; el p, a la que queda entre ΗΘ, ΓΔ [W.] el Σ, a la 

ío que queda entre ΔΓ, KA [id.] y , además, el T es igual a la su
perficie cónica que queda entre KA, MN [id.]; y  el Y es igual 
a la superficie de cono m bn  [Prop. 14]. Luego la suma de 
todos los círculos es igual a la superficie de la figura ins
crita.

Y es evidente que la suma de los cuadrados de los radios 
is de o, n , p, σ, τ , y  equivale al rectángulo comprendido por a e  

y  dos veces la suma de las mitades de e z , η θ , ΓΔ, ΚΛ, MN, 
que es la suma de e z , η θ , γ δ , κ λ ,  m n  enteras. Luego la suma 
de los cuadrados de los radios de los círculos ο, π, p, σ, t ,  y  
equivale al rectángulo comprendido por a e  y  la suma de to
das las rectas e z , η θ , γδ , κ λ ,  m n  [por hipót.]. Pero también 
el cuadrado del radio del círculo Ξ equivale al rectángulo 

20 comprendido por a e  y  la recta compuesta por todas las rec
tas EZ, ΗΘ, ΓΔ, ΚΛ, m n; luego el cuadrado del radio del cír
culo Ξ equivale a la suma de los cuadrados de los radios de 

25 O, Π, p, σ, T, Y. Luego el círculo Ξ es igual a la suma de los 
círculos o , π, P, Σ, τ , Y. Y se había demostrado que la suma
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de los círculos o, π, p, Σ, t , y  era igual a la superficie de la 
figura mencionada.

Luego el círculo s  será también igual a la superficie de 
la figura.

P r o p o s ic ió n  25

La superficie de la figura inscrita en la esfera compren
dida por superficies cónicas es menor que el cuádruplo del 
círculo máximo de los de la esfera. 98

Sea ΑΒΓΔ un círculo máximo en la  esfera, e inscríbase 
en él un polígono119 equilátero cuyo número de lados sea 
múltiplo de cuatro, y a partir de él considérese una superfi
cie comprendida por superficies cónicas. 5

Digo que la superficie de la 
figura inscrita es menor que el 
cuádruple del círculo máximo 
de los de la esfera.

Trácense las rectas E l ,  ΘΜ 
que subtienden dos lados del 
polígono y, paralelas a éstas, las 
rectas ζ κ ,  δβ , h a ,  y póngase un 
círculo p el cuadrado de cuyo 
radio equivalga al rectángulo 
comprendido por E A  y una recta 
igual a la suma de e i ,  ζ κ ,  βδ ,
HA, ΘΜ.

ίο

119 [De número par de ángulos].
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Por lo demostrado anteriormente [Prop. 24], el círculo 
es igual a la superficie de la figura mencionada. Y puesto 

20 que se había demostrado que la recta igual a la suma de ei, 
ZK, ΒΔ, ΗΛ, Θ Μ  es a ΑΓ —el diámetro del círculo— como ΓΕ 
a EA [Prop. 21], entonces el rectángulo comprendido por 
una recta igual a la suma de las rectas mencionadas y EA 
—es decir, el cuadrado del radio del círculo P [por hipót.]— 
es igual al rectángulo comprendido por α γ , γ ε  [Elem. VI 
16],

25 Pero el rectángulo comprendido por α γ , ΓΕ es menor 
que el cuadrado de ΑΓ [Elem. III 15]; luego el cuadrado del 

loos radio de P es menor que el cuadrado de ΑΓ 120. Luego el 
í o  círculo p es menor que el cuádruple del círculo máximo. Y 

se había demostrado que el círculo P era igual a la superficie 
de la figura mencionada.

Luego la superficie de la figura es menor que el cuádru
ple del círculo máximo de los de la esfera.

P r o p o s ic ió n  26

15 La figura inscrita en la esfera comprendida por superfi
cies cónicas es igual al cono que tiene por base un círculo 
igual a la superficie de la figura inscrita en la esfera y  altu-

120 [Luego el radio de P es menor que ΑΓ; de manera que el diámetro 
del círculo P es menor que el doble del diámetro del círculo ΑΒΓΑ, y  en
tonces dos diámetros del círculo ΑΒΓΑ son mayores que el diámetro del 
círculo P, y  el cuádruple del cuadrado del diámetro del círculo ΑΒΓΑ 
—es decir, Α Γ — es mayor que el cuadrado del diámetro del círculo p . Y  
el cuádruplo del cuadrado de lado A res al cuadrado del diámetro del cír
culo P como cuatro veces el círculo ΑΒΓΔ es al círculo p]. Aunque la ex
presión es algo farragosa, el razonamiento es correcto.
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ra igual a la perpendicular trazada desde el centro de la es
fera hasta un lado del polígono.

Sea la esfera y  α β γ δ  un círculo máximo en ella y  lo de
más igual que en la proposición anterior, y  sea p un cono 
recto que tenga por base la superficie de la figura inscrita en 
la esfera y  la altura igual a la perpendicular trazada desde el 
centro de la esfera hasta un lado del polígono.

Se ha de demostrar que el cono P es igual a la figura ins
crita en la esfera.

A partir de los círculos cuyos 
diámetros son las rectas ZN, h m ,

ΘΛ, IK, construyanse conos que 
tengan por vértice e l centro de la 
esfera.

Así, habrá un rombo sólido 
(compuesto) por el cono cuya 
base es el círculo de diámetro ZN 

y su vértice el punto A y por el 
cono cuya base es ese mismo 
círculo y su vértice el punto x.
Es igual al cono que tiene por 
base la superficie del círculo 
NAZ y  la altura igual a la per
pendicular trazada desde x 121 [Prop. 18]. Además, la figura 
restante en torno122 al rombo —la comprendida por la su
perficie cónica que queda entre los planos paralelos co
rrespondientes a las rectas z n , hm  y  las superficies de los

121 Entiéndase «la perpendicular trazada desde x  hasta a z » .
122 Gr. perileleimménon. Participio medio del verbo perileipö, designa 

el resto de una operación de sustracción entre dos elementos geomé
tricos (líneas, áreas o volúmenes); (Cf. M u o l e r ,  Dictionnaire..., art. peri- 
leipein). El nombre correspondiente a este adjetivo verbal sería períleim- 
ma; sobre este término, cf. nota a propósito en la Prop. 19.
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conos Z N X  y h m x —  es igual al cono que tiene su base igual 
a la superficie cónica que queda entre los planos paralelos 

15 correspondientes a m h ,  z n  y la altura igual a la perpendicu
lar trazada desde X  hasta z h .  Pues eso ya se ha demostrado 
[Prop. 20]. Y la parte restante del cono —la comprendida 
por la superficie cónica que queda entre los planos paralelos 

20 correspondientes a h m ,  Β Δ  y la superficie del cono m h x  y el 
círculo de diámetro Β Δ —  es igual al cono que tiene su base 
igual a la superficie del cono que queda entre los planos co
rrespondientes a H M ,  Β Δ  y la altura igual a la perpendicular 
trazada desde x  hasta b h  [Prop. 19],

25 De modo semejante, también en la otra semiesfera el 
104 rombo ΧΚΓΙ y las figuras restantes en tomo a los conos se

rán iguales a otros tantos conos de las mismas característi
cas que los conos que acabamos de describir.

Es evidente, por tanto, que también toda la figura inscri
ta en la esfera es igual a la suma de todos los conos indica- 

5 dos. Y la suma de los conos es igual al cono p, puesto que el 
cono P tiene una altura igual a la de cada uno de los conos 
dichos y la base igual a la suma de las bases de todos ellos 
[Lema 1 a Prop. 16],

Así que es evidente que la figura inscrita en la esfera es 
igual al cono propuesto.

P r o p o s ic ió n  27

io  La figura inscrita en la esfera comprendida por superfi
cies cónicas es menor que el cuádruple del cono que tiene 
su base igual al círculo máximo de los de la esfera y  su al
tura igual al radio de la esfera, 

is Sea p un cono que sea igual a la figura inscrita en la es
fera, que tenga la base igual a la superficie de la figura ins-
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crita y  la altura igual a la perpendicular trazada desde el 
centro del círculo hasta un lado del polígono inscrito [Prop. 
26] y  sea Ξ un cono que tenga su base igual al círculo α β γ δ , 
y  por altura el radio del círculo α β γ δ .

A

P

Puesto que el cono p tiene su base igual a la superficie 
de la figura inscrita en la esfera y su altura igual a la per
pendicular trazada desde x hasta a z  y puesto que se había 
demostrado que la superficie de la figura inscrita es menor 
que el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera 
[Prop. 25], entonces la base del cono p será menor que el 
cuádruple de la base del cono ξ ; y también la altura del 
cono p es menor que la altura del cono H. Por tanto, puesto 
que el cono p tiene su base menor que el cuádruple de la 
base de Ξ y la altura menor que su altura, es evidente que 
el propio cono p es menor que el cuádruple del cono Ξ. Pe
ro el cono p es igual a la figura inscrita [por hipót.].

Luego la figura inscrita es menor que el cuádruple del 
cono Ξ.
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10 P r o p o s ic ió n  28 123

Sea en  la  esfera  u n  círcu lo  m áx im o  α β γ δ  y  en  to m o  al 
círculo ΑΒΓΔ circunscríbase un p olígono equilátero y  equián- 

15 g u io  y  sea  su  núm ero de lad os m ú ltip lo  de cuatro y  quede  
com prendido e l p o líg o n o  circunscrito al c írculo  por un  cír
cu lo  circunscrito a é l con  e l m ism o  centro que α β γδ .

Permaneciendo fija eh , 
hágase girar e l plano ΕΖΗΘ 
en  e l que están  e l p o lí
g on o  y  e l círculo . E s e v i
dente que la circunferen- 

20 η c ia  del círculo α β γδ  se
desplazará segú n  la  su
p er fic ie  de la  e s fe r a , y  
que la  c ircunferencia  del 
ΕΖΗΘ se desplazará según  
la superficie de otra e s fe 

ra con  e l m ism o centro que la  m enor; y  lo s  puntos de con tac
to  en  lo s  que son  tangentes lo s  lados d escrib en  en  la  esfera

123 Como en la proposición 23, también en ésta falta el enunciado. 
S t a m a t is  — en «Αρχιμήδεια», Platon 19 (1967), 151—  ha propuesto res
tituir el enunciado desaparecido en los siguientes términos: «Si se cir
cunscribe a un círculo máximo de la esfera un polígono equilátero y 
equiángulo cuyo número de lados sea múltiplo de cuatro, y permanecien
do fijo el diámetro del círculo que contiene al polígono se le hace girar 
hasta que vuelva a la misma posición desde la que empezó a moverse, la 
superficie de la figura circunscrita a la esfera será mayor que la superficie 
de la esfera».
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menor círculos perpendiculares al círculo α β γ δ  y los ángu- 25 

los del polígono —salvo los que tienen por vértice los pun
tos E, H—  se desplazarán por la superficie de la esfera 
mayor según las circunferencias de círculos trazados per
pendiculares al círculo ε ζ η θ ,  y los lados del polígono se ios 
desplazarán según superficies cónicas como en las proposi
ciones anteriores a ésta [Prop. 23-27], Entonces, la figura 
comprendida por las superficies cónicas estará circunscrita a 
la esfera menor e inscrita en la mayor.

Que la superficie de la figura circunscrita es mayor que 5 

la superficie de la esfera se demostrará así:
Sea la recta ΚΔ el diámetro de un círculo de los de la es

fera menor, siendo K, Δ los puntos en los que los lados del 
polígono circunscrito son tangentes al círculo α β γ δ . Dividí- 10 

da la esfera mediante el plano que pasa por ΚΔ, perpendicu
lar al círculo α β γ δ , también la superficie de la figura cir
cunscrita a la esfera quedará cortada mediante el plano. Y es 
evidente que tienen los mismos límites en un plano, pues el 15 

límite de ambas figuras planas es la circunferencia del círcu
lo de diámetro ΚΔ y perpendicular al círculo ΑΒΓΔ. Y ambas 
superficies son cóncavas hacia el mismo lado, y una de ellas 
está comprendida por la otra superficie y la de la figura pía- 20 

na que tiene los mismos límites. Luego la superficie com
prendida del casquete de esfera es menor que la superficie 
de la figura circunscrita a ella [Post. 4],

De manera semejante, también la superficie del casquete 
restante de la esfera es menor que la superficie de la figura 25 

circunscrita a ella.
Por tanto, es evidente que también la superficie entera 

de la esfera es menor que la superficie de la figura circuns
crita a ella.
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P r o p o s ic ió n  29

superficie de la figura circunscrita a la esfera es 
igual a un círculo (tal que) el cuadrado de su radio equiva
le al rectángulo comprendido por un lado del polígono y  
una recta igual a la suma de todas las que unen los ángulos 
del polígono y  son paralelas a una de las rectas que sub
tienden dos lados del polígono.

La figura circunscrita a la esfera menor está inscrita en 
la esfera mayor124.

Y se ha demostrado que la superficie de la figura inscri
ta en la esfera comprendida por las superficies cónicas es 
igual a un círculo (tal que) el cuadrado de su radio equivale 
al rectángulo comprendido por un lado del polígono y una 
recta igual a la suma de todas las rectas que unen los ángu
los del polígono y son paralelas a alguna de las que subtien
den dos lados del polígono [Prop. 24].

Luego es evidente lo recién dicho.

P r o p o s ic ió n  30

La superficie de la figura circunscrita a la esfera es ma
yor que el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera.

124 También en esta proposición se han producido alteraciones: ni si
quiera se advierte al lector — como suele hacer Arquímedes en ocasiones 
semejantes—  de que en esta demostración se utiliza la misma construc
ción que en la proposición anterior.
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Sean la esfera y  el círculo y  lo demás lo mismo que en las 
proposiciones anteriores, y  el círculo A sea igual a la superfi
cie de la figura propuesta circunscrita a la esfera menor.

z

Puesto que en el círculo ΕΖΗΘ se ha inscrito un polígono 25 

equilátero de número par de ángulos, la suma de las rectas 
que unen los lados del polígono y que son paralelas a ΖΘ 
guardan con ΖΘ la misma razón que ΘΚ con k z  [Prop. 21], 112 

Por tanto, la figura comprendida por un lado del polígono y 
la recta igual a la suma de todas las que unen los ángulos 
del polígono es igual al rectángulo comprendido por ΖΘΚ 5 

[Elem. VI 16],
De manera que el cuadrado del radio del círculo A equi

vale al rectángulo comprendido por ΖΘΚ [Prop. 29]. Por tan
to, el radio del círculo A es mayor que ©K125. Y ΘΚ es igual 
al diámetro del círculo ΑΒΓΔ126.

125 Ya que ΖΘ >  ΘΚ (Elem. III 15).
126 Heiberg secluye del texto la frase [Porque es el doble de xm, que es 

el radio del circulo α β γ δ \ que aparece en este punto del texto, ya que 
parece haber sido incluida en él por un copista conocedor del correspon
diente Comentario de E u t o c i o  ( 3 6 ,  2 2  y s s .) .
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ίο Por tanto es evidente que el círculo Λ — es decir, la su
perficie de la figura circunscrita a la esfera menor— es ma
yor que el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera.

P r o p o s ic ió n  31

15 La figura circunscrita a la esfera menor es igual a un 
cono que tiene por base un círculo igual a la superficie de 
la figura y  la altura igual al radio de la esfera.

20 La figura circunscrita a la esfera menor está inscrita en 
la esfera mayor. Y se ha demostrado que la figura inscrita 
comprendida por superficies cónicas es igual a un cono que 
tiene por base un círculo igual a la superficie de la figura 
y la altura igual a la perpendicular trazada desde el centro de

25 la esfera hasta un lado del polígono. Y esta recta es igual al 
radio de la esfera menor [Prop. 26],

Luego es evidente lo propuesto.

114 COROLARIO

A partir de esto está claro que la figura circunscrita a 
la esfera menor es mayor que el cuádruple del cono que 

5 tiene por base el círculo máximo de los de la esfera y  por 
altura el radio de la esfera127

127 Heiberg, que secluye por redundantes los pasajes que recogemos en 
las dos notas siguientes, sospecha que se deba secluir también el texto 
desde este punto hasta el final del corolario argumentando que lo caracte
rístico de los corolarios es, precisamente, no requerir demostración.
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Puesto que la figura es igual a un cono que tiene su base 
igual a la superficie de esa figura y la altura igual128 al radio 10 

de la esfera menor [Prop. 31], la superficie de la figura cir
cunscrita a la esfera es mayor que el cuádruple del círculo 
máximo de los de la esfera [Prop. 30]; luego la figura cir
cunscrita en tomo a la esfera será mayor que el cuádruple 
del cono que tiene por base el círculo máximo y por altura 15 

el radio de la esfera, puesto que también el cono que es 
igual a ella es mayor que el cuádruple del cono dicho129.

P r o p o s ic ió n  32 20

Si hay en la esfera una figura inscrita y  otra circunscri
ta, construidas a partir de polígonos semejantes de la mis
ma manera que en las proposiciones anteriores, la superfi
cie de la figura circunscrita guarda con la superficie de la 25 
inscrita una razón que es el cuadrado de la que guardan el 
lado del polígono circunscrito al círculo máximo con el la
do del polígono inscrito en el mismo círculo; y  la propia f i 
gura 130 guarda con la figura una razón que es el cubo de 30 

aquella misma razón.

Sea en la esfera el círculo α β γ δ , e inscríbase en él un lie  
polígono equilátero y sea múltiplo de cuatro su número de 
lados, y circunscríbase al círculo otro semejante al inscrito; 
y además, sean los lados del polígono circunscrito tangentes 5 

al círculo en el punto medio de los arcos cortados por los

128 [A la perpendicular trazada desde el centro de la esfera hasta un 
lado del polígono, es decir],

129 [Pues tiene la base mayor que el cuádruple)’ la misma altura].
130 [Circunscrita],
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lados del polígono inscrito; y  sean e h , z © diámetros mu- 
10 tuamente perpendiculares del círculo que comprende al po

lígono circunscrito y  estén dispuestos de modo semejante a 
los diámetros ΑΓ, ΒΔ y  considérese que se trazan rectas que 
unan los ángulos opuestos del polígono y  que sean paralelas 

15 entre sí y  a ζ β δ θ . Si, permaneciendo fijo el diámetro eh , se 
desplazan en torno a la circunferencia del círculo los perí
metros de los polígonos, una figura estará inscrita en la esfe
ra y  la otra circunscrita.

Se ha de demostrar que la superficie de la figura cir
cunscrita guarda con la superficie de la inscrita una razón 

20 que es el cuadrado de la razón de ΕΛ con a k , y  que la figura 
circunscrita guarda con la inscrita una razón que es el cubo 
de la misma razón.
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Sea el círculo M igual a la superficie de la figura circunscrita 
a la esfera y  el n  igual a la superficie de la inscrita. Entonces, el 25 

cuadrado del radio de M equivale al rectángulo comprendido 
por ΕΛ y  una recta igual a la suma de todas las que unen los án
gulos del polígono circunscrito [Prop. 29]; y  el cuadrado del ra
dio de N equivale al rectángulo comprendido por a k  y  una recta 
igual a la suma de todas las que unen los ángulos131 [Prop. 24], 11«
Y puesto que los polígonos son semejantes, también serían seme
jantes las áreas comprendidas por las líneas dichas132.

Por tanto es evidente que la superficie de la figura cir- 13 

cunscrita a la esfera guarda con la superficie de la figura 
inscrita en la esfera una razón que es el cuadrado de la razón 15 

de ΕΛ con a k .

Tómense dos conos o , Ξ y  sea el cono Ξ, que tiene por 
base el círculo Ξ, igual a M, y  el cono o , que tiene por base 20 

el círculo o , igual a n; y  por altura tengan el cono Ξ el radio 
de la esfera y  el cono o  la perpendicular trazada desde el 
centro al lado a k .

Entonces, el cono Ξ es igual a la figura circunscrita a la 
esfera [Prop. 31] y el cono o, a la inscrita [Prop. 26]133. Y 25 

puesto que los polígonos son semejantes [por hipót.], e a  
guarda con a k  la misma razón que el radio de la esfera con 120

131 «Del polígono inscrito», se entiende.
132 [£s decir, por las que van hasta los ángulos o los lados de los polí

gonos, de manera que guardan entre sí la misma razón, a saber: el cua
drado de la que guardan los lados de los polígonos. Pero también la ra
zón que guardan los rectángulos comprendidos por las líneas indicadas es 
el cuadrado de la que guardan entre sí los radios de los círculos m , n ; de 
manera que también los diámetros de m , n  guardan la misma razón que 
los lados de los polígonos. Y los círculos que son iguales a las superficies 
del circunscrito y  del inscrito guardan entre s í una razón que es la de los 
cuadrados de sus diámetros].

133 [Esoya se ha demostrado].
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la perpendicular trazada desde el centro de la esfera hasta 
AK. Luego la altura del cono Ξ guarda con la altura del cono

5 o  la misma razón que e a  con a k . Por otro lado, el diámetro 
del círculo M guarda con el diámetro del círculo N la misma 
razón que guarda e a  con a k . Luego los diámetros de las ba
ses de los conos H, o  guardan la misma razón que las altu
ras 134 y  por eso el cono H guarda con el cono o  una razón 

í o  que es el cubo de la del diámetro del círculo M  con el diá
metro del círculo N  [Elem. X I I12],

Es evidente, por tanto, que también la figura circunscrita 
guardará con la inscrita una razón que será el cubo de la de 
e a  con AK.

P r o p o s ic ió n  33

15 La superficie de toda esfera es el cuádruple del círculo
máximo de los que hay en ella.

Haya una esfera y sea el círculo A el cuádruple de su 
círculo máximo.

Digo que el círculo A es igual a la superficie de la esfera.
20 Pues si no, o es mayor o es menor.

Sea primero mayor la superficie de la esfera que la del 
círculo.

La superficie de la esfera y el círculo A  son dos magnitu
des desiguales; entonces es posible tomar dos rectas desigua
les de tal manera que la mayor guarde con la menor una razón 

25 menor que la que guarda la superficie de la esfera con el cír
culo [Prop. 2], Tómense las rectas B ,  Γ  y sea Δ  media propor- 

122 cional de B ,  r; y considérese la esfera cortada mediante un

134 [Pues son semejantes].
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12

plano que pase por el centro según el círculo εζη θ , y  considé
rese en el círculo un polígono inscrito y  otro circunscrito de 
manera que el circunscrito sea semejante al polígono inscrito 
y  que el lado del circunscrito guarde una razón menor135 que 5 

la que guarda b  con Δ [Prop. 3]136.
Entonces, la superficie de la 

figura circunscrita a la esfera guar
da con la superficie de la figura 
inscrita una razón menor que la 
superficie de la esfera con el círcu
lo A. Lo cual es imposible, pues la 
superficie de la figura circunscrita 
es mayor que la superficie de la 
esfera [Prop. 28], mientras que la 
superficie de la figura inscrita es 
menor que el círculo A [Prop.
25]137.

Luego la superficie de la esfera 
no es mayor que el círculo A.

Y afirmo que tampoco es 
menor.

Pues si es posible, séalo.

19

22

25

135 Entiéndase «guarde (eon el lado del polígono inscrito) una razón 
menor...». La misma falta se produce repetidamente, y hemos de tomarla 
por omisión del transcripto!'.

136 [Y entonces el cuadrado de la razón es menor que el cuadrado de 
la razón. Y la razón de B a r  es el cuadrado de la de B a A, y  la de ¡a su
perficie del sólido circunscrito con la superficie del inscrito es el cuadra
do de la del lado del polígono circunscrito con el lado del inscrito],

137 [Pues se ha demostrado que la superficie de la inscrita es menor 
que el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera, y  el cuádruple 
del círculo máximo es el círculo A]: La interpolación recoge lo demostra
do en la Prop. 25.
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E, igualmente, hállense las rectas B ,  r  de manera que b  

guarde con r  una razón menor que la que guarda el círculo 
A  con la superficie de la esfera [Prop. 2 ] ,  y  sea Δ  media pro- 

124 porcional de B ,  r; e inscríbanse y  circunscríbanse de nue
vo 138 de manera que la superficie del circunscrito guarde139 
una razón menor que B  con A  [Prop. 3 ] 140.

Por tanto, la superficie de la figura circunscrita guarda
6 con la superficie de la inscrita una razón menor que141 el 

círculo A  con la superficie de la esfera. Lo cual es imposi
ble, pues la superficie de la figura circunscrita es mayor que 
el círculo A  [Prop. 3 0 ] ,  y la superficie de la inscrita menor 
que la superficie de la esfera [Prop. 2 3 ] ,  

ίο Luego la superficie de la esfera no es menor que el cír
culo A .  Y se había demostrado que tampoco era mayor. 
Luego la superficie de la esfera es igual al círculo A ,  es de
cir, al cuádruple del círculo máximo.

Pr o p o s ic ió n  3 4

15 La esfera entera es el cuádruple del cono que tiene la 
base igual al circulo máximo de los de la esfera y  por altura 
el radio de la esfera.

Sea una esfera y en ella el círculo máximo α β γ δ .

138 «Polígonos semejantes», se entiende.
139 Como más atrás, entiéndase «guarde (con la superficie del inscri

to) lina razón menor...».
140 [Luego también sus cuadrados].
141 [5 con r. YB  guarda con ru n a  razón menor qué].
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Si la esfera no es el cuádruple del cono indicado, sea, si 20 

es posible, mayor que el cuádruple.

Sea el cono Ξ, que tiene por base el cuádruple del círculo 
α β γ δ  y  la altura igual al radio de la esfera.

Así, la esfera es mayor que el cono Ξ. La esfera y el co
no serán dos magnitudes desiguales. Entonces, es posible 25 

tomar dos rectas desiguales de manera que la mayor guarde 
con la menor una razón menor que la que guarda la esfera 
con el cono H [Prop. 2], Sean tomadas las rectas κ, H y, por 
otro lado, las rectas 1, Θ de manera que unas a otras se exce- 126 

dan en la misma magnitud, la recta κ a la 1 y la 1 a la Θ y la Θ 
a la H 142, y considérense además en el círculo α β γ λ  un polí
gono inscrito, cuyo número de lados sea múltiplo de cuatro, 
y otro circunscrito semejante al inscrito, igual que en las 5 

proposiciones anteriores, y guarde el lado del polígono cir
cunscrito con el del inscrito una razón menor que la que 
guarda κ con I [Prop. 3], y sean α γ , β λ  diámetros perpen
diculares entre sí.

142 «La cuestión propuesta consiste en, dadas dos rectas, hallar dos 
términos proporcionales en proporción aritmética» (Eut., 40, 10 y ss.).
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Entonces si, permaneciendo fijo el diámetro Α Γ ,  se des
plaza en torno a él el plano en que están los polígonos, 
habrá unas figuras —una inscrita en la esfera y otra circuns
crita— y la circunscrita guardará con la inscrita una razón 
que es el cubo de la que guarda el lado del polígono cir
cunscrito con el del inscrito en el círculo α β γ δ  [Prop. 3 2 ] ,  Y 
el lado guarda con el lado una razón menor que la que guar
da K con i [por hipót.]. De manera que la figura circunscrita 
guarda143 una razón menor que el cubo de la razón de κ  con 
i .  También κ  guarda con H  una razón mayor que el cubo de 
la que guarda κ  con i 144. Entonces, con mayor motivo, la fi
gura circunscrita guarda con la inscrita una razón menor que 
la que guarda κ  con H. Y κ  guarda con H una razón menor 
que la que guarda la esfera con el cono Ξ  [por hipót.]. Y lo 
mismo tomando la proporción en alternancia [Elem. V 16]: 
lo cual es imposible. Pues la figura circunscrita es mayor 
que la esfera [Prop. 2 8 ]  y la inscrita menor que el cono Ξ  

[Prop. 2 7 ] 145.

Luego la esfera no es mayor que el cuádruple del cono 
dicho.

Sea, si es posible, menor que el cuádruple, de manera 
que la esfera sea menor que el cono Ξ .

Tómense las rectas κ, H  de manera que K sea mayor que 
H  y guarde con ella una razón menor que la que guarda el 
cono H  con la esfera [Prop. 2] y pónganse las rectas Θ ,  i co
mo antes y considérense en el círculo α β γ δ  un polígono ins
crito y otro circunscrito, de manera que el lado del círcuns-

143 Sobreentiéndase: «con la inscrita».
144 [Esto se hace evidente mediante los lemas],
145 [Porque el cono Ξ  es el cuádruple del cono que tiene su base igual 

al círculo α β γ δ  y  la altura igual al radio de la esfera, mientras que la f i 
gura inscrita es menor que el cuádruple de dicho cono]: la interpolación 
admite como argumento la tesis pendiente de prueba.
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crito guarde con el lado del inscrito una razón menor que la 
que guarda K con i [Prop. 3], y esté lo demás dispuesto del 
mismo modo que en las proposiciones anteriores.

Entonces también la figura sólida circunscrita guardará 
con la inscrita una razón que sea el cubo de la que guarda el 15 

lado del polígono circunscrito al círculo α β γ δ  con el del ins
crito [Prop. 32], Y el lado guarda con el lado una razón me
nor que la que guarda κ  con 1 [por hipót.]. Por tanto, la 
figura circunscrita guardará con la inscrita una razón menor 20 

que el cubo de la que guarda κ  con 1 . Y K  guarda con H  una 
razón mayor que el cubo de la que guarda κ  con i 146. De 
modo que la figura circunscrita guarda con la inscrita una 
razón menor que la de κ  con H .  Y κ  guarda con H  una razón 25 

menor que el cono Ξ con la esfera [por hipót.]. Lo cual es 
imposible, pues la figura inscrita es menor que la esfera 
[Prop. 28] y la circunscrita mayor que el cono Ξ [Prop. 31, 
corol.].

Luego la esfera tampoco es menor que el cuádruple del 
cono que tiene la base igual al círculo ΑΒΓΔ y la altura igual 130 

al radio de la esfera. Y se había demostrado que tampoco 
era mayor. Luego es el cuádruple.

C O R O L A R I O

Una vez demostrado lo anterior, es evidente que todo ci- 5 
lindro que tenga por base el círculo máximo de los de la es
fera y la altura igual al diámetro de la esfera es una vez y 
media la esfera, y su superficie, incluidas las bases, es una 
vez y media la superficie de la esfera.

146 V. más atrás, n. 144.
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ίο El cilindro antes indicado es el séxtuple del cono que 
tiene la misma base y la altura igual al radio, y se ha demos
trado que la esfera es el cuádruple de ese mismo cono [Prop. 
34], Es evidente, por tanto, que el cilindro es una vez y me
dia la esfera.

15 Y a la vez, puesto que se ha demostrado que la superfi
cie del cilindro sin las bases es igual a un círculo cuyo radio 
es media proporcional entre la generatriz del cilindro y el 
diámetro de la base [Prop. 13], y que la generatriz del men
cionado cilindro circunscrito a la esfera es igual al diámetro

2 i de la base147, y que el círculo que tiene el radio igual al diá
metro de la base es el cuádruple de la base [Elem. XII 2] 
—es decir, del círculo máximo de los de la esfera—, enton
ces la superficie del cilindro excluidas las bases será el 

25 cuádruple del círculo máximo. Entonces la superficie entera 
del cilindro incluidas las bases será el séxtuple del círculo 

132 máximo. Y también la superficie de la esfera es el cuádruple 
del círculo máximo. Luego toda la superficie del cilindro es 
una vez y media la superficie de la esfera.

P r o p o s i c i ó n  3 5

5 La superficie de la figura inscrita en un casquete de la 
esfera es igual a un círculo el cuadrado de cuyo radio equi
vale al rectángulo comprendido por un lado del polígono 
inscrito en el segmento del círculo máximo y  la recta igual 

ío a la suma de todas las paralelas a la base del segmento más 
la mitad de la base del segmento.

147 [Es evidente que la media proporcional de ambos es igual al diá
metro de la basé].
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Sea una esfera y en ella un casquete cuya base sea el 
círculo del diámetro a h  148, y sea α η θ  un círculo máximo y 
α γ ε θ ζ δ η  un polígono con un número par de lados149 excep
to el lado a h , y tómese el círculo A, el cuadrado de cuyo ra
dio equivale al rectángulo comprendido por el lado ΑΓ y por 
la suma de e z , γ δ  más la mitad de la base, es decir, de a k .

λ

Se ha de demostrar que el círculo es igual a la superficie 
de la figura.

Tómese el círculo M, el cuadrado de cuyo radio equivale 
al rectángulo comprendido por el lado ΕΘ y la mitad de 
ez . El círculo M es igual a la superficie del cono cuya base 
es el círculo de diámetro e z  y su vértice el punto Θ [Prop. 
14], Tómese también otro círculo n, el cuadrado de cuyo 
radio equivalga al rectángulo comprendido por ΕΓ y la mitad 
de la suma de e z , γ δ .  Entonces, éste será igual a la superfi
cie del tronco de cono comprendido entre los planos parale
los correspondientes a e z , γ δ  [Prop. 16], E, igualmente, tó
mese otro círculo Ξ  el cuadrado de cuyo radio equivale al 
rectángulo comprendido por ΑΓ y la mitad de la suma de γ δ , 
a h .  Y éste también es igual a la superficie troncocónica

148 [Inscríbase en él una figura, como se ha dicho, comprendida por 
superficies cónicas],

149 Se ha de sobreentender «y equilátero».
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comprendida entre los planos paralelos correspondientes a 
a h , γ δ  [Prop. 16].

Entonces, la suma de todos los círculos será igual a la 
superficie entera de la figura, y  la suma de los cuadrados de 

10 sus radios equivaldrá al rectángulo comprendido por un la
do, ΑΓ, y  una recta igual a la suma de e z , γ δ  más la mitad de 
la base a k . Y el cuadrado del radio del círculo A equivalía a 
esa misma área [por hipót.].

Luego el círculo A será igual a la suma de los círculos 
15 μ , N, Ξ, de manera que también a la superficie de la figura 

inscrita.

P r o p o s ic ió n  36150

Córtese la esfera mediante un plano que no pase por el 
20 centro y sea en ella a e z  un círculo máximo que corta per

pendicularmente al plano secante, e inscríbase en el seg
mento α β γ  un polígono equilátero y de número par de ángu
los 151 excepto la base a b .

De modo semejante a las proposiciones anteriores [Prop. 
23], si, permaneciendo fija rz, se hace girar la figura, los 

25 ángulos Δ, E, a , b  se trasladarán según círculos cuyos diá
metros serán δ ε , a b ; y los lados del segmento se trasladarán

150 La evidente forma anómala de la proposición — carente de enun
ciado, con varias faltas de expresión, trastocada de lugar (su sitio adecua
do sería intercambiar la posición con la Prop. 35)—  y los resultados, bien 
pobres para los que suele alcanzar Arquímedes, han hecho pensar en una 
actuación especialmente incorrecta del transcriptor e, incluso, en la 
posibilidad de que toda ella haya de ser secluida.

151 De acuerdo con la expresión que sigue, «excepto la base», aquí 
esperaríamos un «de número par de lados».
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segú n  una sup erfic ie  c ó n ic a 152; y  la figura resultante será un  
só lid o  com prendido por su p erfic ies cón icas que tendrá por  
b ase  un círcu lo  cu y o  d iám etro e s  a b  y  su  vértice  Γ.

Al igual que en las proposi
ciones anteriores, tendrá la super
ficie menor que la superficie del 
casquete que lo contiene. Pues 
ambos —el casquete y la figura— A 
tienen el mismo límite en el plano 
—la circunferencia del círculo 
cuyo diámetro es a b —  y ambas 
superficies son cóncavas hacia el 
mismo lado y la una está comprendida por la otra [Postul. 4],

P r e p o s ic i ó n  3 7

La superficie de la figura inscrita en el casquete de la 
esfera es menor que el círculo cuyo radio es igual a la recta 
trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferen
cia del círculo que es la base del casquete.

Sea una esfera y en ella el círculo máximo a b e z ,  y sea 
un casquete en la esfera cuya base sea el círculo de diámetro 
a b  153 y lo demás, igual, siendo θ α  el diámetro de la esfera, 
y trazadas las cuerdas AE, ΘΑ; y sea M un círculo cuyo radio 
sea igual a ΑΘ.

152 Evidentemente, como ya hizo notar Heiberg, se trasladarán según 
«superficies cónicas», no según una sola.

153 [E inscríbase en él la figura dicha y  un polígono en el segmento de 
círculo].

Ζ
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Se ha de demostrar que el círculo M es mayor que la su-

Se ha demostrado que 
la superficie de la figura es 
igual a un círculo el cuadra
do de cuyo radio equivale al 
rectángulo comprendido por 
εθ  y la suma de e z , γ δ , k a  
[Prop. 35]. Por otro lado, se 
ha demostrado que el rec
tángulo comprendido por ΕΘ 
y la suma de e z , γ δ , k a  es 
igual al rectángulo com

prendido por e a , ΚΘ [Prop. 22, Elem. VI 16], Y el rectángu
lo comprendido por EA, ΚΘ es menor que el cuadrado de la
do ΑΘ 154.

Por tanto, está claro que el radio del círculo que es igual 
5 a la superficie de la figura es menor que el radio de M.

Luego es evidente que el círculo M es mayor que la su
perficie de la figura [Elem. XII 2],

P r o p o s ic ió n  38

ío La figura inscrita en el casquete comprendida por su
perficies cónicas más el cono que tiene por base la misma 
que la figura y  por vértice el centro de la esfera es igual al 
cono que tiene su base igual a la superficie de la figura y  la 
altura igual a la perpendicular trazada desde el centro de 

15 la esfera hasta un lado de los del polígono.

perficie de la figura.

154 [Pues es menor que el rectángulo comprendido por ΛΘ, K 0\.
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Sea una esfera y en ella un círculo máximo y un seg
mento α β γ  menor que un semicírculo y sea E el centro, e 
inscríbase en el segmento α β γ  un polígono de número par 
de lados155 excepto ΑΓ, igual que en las proposiciones ante
riores y, permaneciendo fija BA, produzca la esfera, al des
plazarse alrededor, una figura comprendida por superficies 
cónicas, y a partir del círculo de diámetro ΑΓ constrúyase un 
cono que tenga por vértice el centro; y tómese el cono κ que 
tenga la base igual a la superficie de la figura y la altura 
igual a la perpendicular trazada desde el centro E hasta un 
lado del polígono.

Se ha de demostrar que el 
cono κ  es igual a la figura com
prendida156 junto con el cono 
ΑΕΓ.

Constrúyanse también conos 
sobre los círculos de diámetros 
ΘΗ, ΔΖ que tengan por vértice el 
punto E. Entonces, el rombo só
lido η β θ ε  es igual a un cono cuya base es igual a la superfi
cie del cono ΗΒΘ, y la altura igual a la perpendicular trazada

desde E hasta HB [Prop. 18], y la figura circundante157, com
prendida por la superficie que queda entre los planos parale
los correspondientes a ΗΘ, ΖΔ y las superficies cónicas ζ ε δ , 
η ε θ , es igual al cono cuya base es igual a la superficie que

155 La mayor parte de los editores suplen: «y equilátero».
156 Entiéndase: «comprendida por las superficies cónicas».
157 Gr. períleimma: cf. n. 98 a la Prop. 19.
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queda entre los planos paralelos correspondientes a Η©, ΖΔ y 
la altura igual a la perpendicular trazada desde e  hasta z h  
[Prop. 20], A la vez, la figura circundante comprendida por 

20 la superficie que queda entre los planos paralelos corres
pondientes a ΖΔ, ΑΓ y las superficies cónicas α ε γ , ζ ε δ , es 
igual a un cono cuya base es igual a la superficie que queda 
entre los planos paralelos correspondientes a ΖΔ, AT y la al
tura igual a la perpendicular trazada desde e  hasta ZA [Prop. 

25 20], Entonces, la suma de los conos mencionados será igual 
142 a la figura más el cono ΑΕΓ. Y tienen la altura igual a la per

pendicular trazada desde E hasta un lado del polígono, y las 
bases iguales a la superficie de la figura α ζ η β θ δ γ ; y el cono 

5 κ tiene también la misma altura y la base igual a la superfi
cie de la figura. Luego el cono es igual a la suma de los co
nos mencionados. Y se había demostrado que la suma de los 
conos mencionados era igual a la figura más el cono α ε γ .

Luego también el cono κ es igual a la figura más el cono 
ΑΕΓ.

10 COROLARIO

A partir de esto es evidente que el cono que tiene por 
base el círculo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el 
vértice del casquete hasta la circunferencia del círculo que 

is es base del casquete y la altura igual al radio de la esfera, es 
mayor que la figura inscrita más el cono.

Y 158 es que el cono recién mencionado es mayor que el 
cono que es igual a la suma de la figura más el cono que

158 Para Heiberg, el texto que sigue hasta el fin del corolario debería 
quizá ser secluido: en efecto, si el corolario es una deducción evidente de 
lo anterior y no requiere demostración, lo que sigue es superfluo.
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tiene por base la base del casquete y el vértice en el centro, 
es decir, el cono que tiene la base igual a la superficie de la 
figura y la altura igual a la perpendicular trazada desde el 
centro hasta un lado del polígono [Prop. 38]. Pues la base es 
mayor que la base159 y la altura mayor que la altura [Prop. 
37],

P r o p o s ic ió n  39

Sea una esfera y en ella el círculo máximo α β γ , y córte
se 160 menor que un semicírculo, el que corta AB, y sea Δ su 
centro161; y desde el centro Δ trácense las rectas α δ , δ β  hasta 
A, B, y circunscríbase al sector resultante un polígono162, y 
en tomo a él un círculo. Tendrá el mismo centro que el cír
culo ΑΒΓ. Si, permaneciendo fija e k , el polígono, tras girar 
en tomo a ella, vuelve a la misma posición, el círculo cir
cunscrito se desplazará según la superficie de una esfera y 
los ángulos del polígono describirán círculos cuyos diáme
tros, que son paralelos a AB, unen los ángulos del polígono, 
mientras que los puntos en los que los lados del polígono son 
tangentes al círculo menor describen círculos en la esfera 
menor cuyos diámetros serán las rectas, paralelas a a b , que 
unen los puntos de tangencia, y los lados se desplazarán se
gún superficies cónicas, y la figura circunscrita cuya base es

159 [Eso ya se ha demostrado],
160 Sobreentiéndase «un casquete».
161 «Centro de la esfera», se entiende.
162 Probablemente, la redacción original del texto de Arquímedes no 

omitía indicar que el polígono ha de ser equilátero y de número par de la
dos, excepto el correspondiente a la base del sector.



190 SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

e l círculo de diám etro zh  estará com prendida por superficies 
cón icas.

15 La superficie de dicha figura es mayor que la superficie 
del casquete menor cuya base es el círculo de diámetro AB.

e Trácense las tangentes
a m , b n . Se desplazarán se
gún una superficie cónica, y 
la figura generada por el po
lígono α μ θ ε λ ν β  tendrá la 
superficie mayor que la del 
casquete de la esfera cuya 
base es el círculo de diáme
tro a b 163 [Post. 4], Pero la 
superficie cónica generada 
por ZM, HN es mayor que la 

generada por m a , n b . Pues zm  es mayor que MA164, y n h  es 
mayor que n b  [Elem. III 18 y I 19]; y cuando esto se da, una 

146 superficie es mayor que la otra superficie165.
Y es evidente, por tanto, que la superficie de la figura 

circunscrita es mayor que la superficie del casquete de la es
fera menor.

COROLARIO

Y está claro que la superficie de la figura circunscrita al 
sector es igual al círculo el cuadrado de cuyo radio equivale

163 [Tienen el mismo límite en un solo plano —el círculo de diámetro 
AB— y  el casquete está contenido por la figura].

164 [Pues subtiende un ángulo recto],
165 [Pues esto se ha demostrado en los lemas].
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al rectángulo comprendido por un lado del polígono y la 
suma de todas las cuerdas que unen los ángulos del polígo- 10 

no más la mitad de la base del polígono mencionado166 
[Prop. 35],

P r o p o s i c i ó n  4 0 15

La superficie de la figura circunscrita al sector es ma
yor que el círculo cuyo radio es igual a la recta trazada 
desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del cír
culo que es base del casquete. 20

Sea una esfera y en ella 
un círculo máximo α β γ δ  y 
el centro E, y circunscríbase 
al sector el polígono a k z ,  y 
en torno a él circunscríbase 
un círculo y resulte una fi
gura como antes; y sea N un 25

círculo el cuadrado de cuyo 
radio equivalga al rectángu
lo comprendido por un lado 
del polígono y la suma de 
todas las cuerdas167 más la 
mitad de ΚΛ.

Pero el área indicada es igual al rectángulo comprendido i48 

por ΜΘ y  z h  [Prop. 22  y  Elem. VI 1 6 ]168. Entonces, el cua-

166 [Pues la figura descrita por el polígono está inscrita en el casque
te de la esfera mayor], [Eso está claro por lo escrito más atrás],

167 Como en las proposiciones de más atrás, se refiere a las «cuerdas 
que subtienden los ángulos formados por cada dos lados del polígono».

168 [Que es la altura del casquete de la esfera mayor, pues eso se ha 
demostrado anteriormente].
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drado del radio del círculo n  equivale al rectángulo com- 
5-10 prendido por μ θ , h z . Pero h z  es mayor que ΔΞ 169, y ΜΘ es 

15 igual al diámetro Γ Δ 170, y el rectángulo comprendido por ΓΔ, 
ΔΞ es igual al cuadrado de lado Α δ .

Luego la superficie de la figura k z a  es mayor que el cír
culo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice 

20 del casquete hasta la circunferencia del círculo que es la ba
se del casquete, el de diámetro a b . Pues el círculo N es igual 
a la superficie de la figura circunscrita al sector [Prop. 39, 
corol.].

COROLARIO 1

25 Y la figura circunscrita al sector más el cono cuya base 
es el círculo de diámetro KA y su vértice el centro, es igual 
al cono cuya base es igual a la superficie de la figura y su 
altura (igual) a la perpendicular trazada desde el centro has
ta un lado171 [Prop. 38],

169 [Que es la altura del casquete menor. Pues si trazamos la cuerda 
KZ será paralela a A4. Y también AB es paralela a ΚΛ y  z e  es común. Lue
go el triángulo z k h  es semejante al triángulo ΔΑΞ (Elem. I 29, VI 4, V 16, 
V 14). Y ZK es mayor que α δ ; luego también z h  es mayor que ΔΞ],

170 [Pues si se traza e o , dado que m o  es igual a oz (Elem. III 3) y  
ΘΕ a ez , entonces EO es paralela a ΜΘ (Elem. VI 2); luego ΜΘ es el do
ble de EO. Y también ΓΔ es el doble de EO; luego ΜΘ es igual a r¿i],

171 [La cual perpendicular es igual al radio de la esfera, pues la figu
ra circunscrita al sector está inscrita en el casquete de la esfera mayor 
cuyo centro es el mismo. Lo dicho es evidente a partir de lo escrito an
tes].
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COROLARIO 2

A partir de esto es evidente que la figura circunscrita 
más el cono es mayor que un cono que tenga por base el 
círculo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice 
del casquete de la esfera menor hasta la circunferencia del 
círculo que es la base del casquete, y su altura (igual) al ra
dio. Pues el cono igual a la figura más el cono tendrá la base 
mayor que el círculo mencionado [Prop. 40] y la altura igual 
al radio de la esfera menor [Prop. 40, corol.].

P r o p o s i c i ó n  41

Sea de nuevo una esfera y  en ella un círculo máximo y  
un segmento α β γ  menor que un semicírculo y  sea Δ el cen
tro, e inscríbase en el sector ΑΒΓ un polígono172 de número 
par de ángulos y  circunscríbase uno semejante a él, y  sean 
los lados paralelos a los lados y  circunscríbase un círculo al 
polígono circunscrito y  de manera semejante a las proposi
ciones anteriores, permaneciendo fija HB, produzcan los cír
culos al hacerlos girar en tomo a ella173 figuras comprendi
das por superficies cónicas.

Se ha de demostrar que la superficie de la figura cir
cunscrita guarda con la superficie de la figura inscrita una 
razón que es el cuadrado de la que guarda el lado del polí-

172 Como en las proposiciones anteriores, ha de entenderse que el polí
gono es, además, «equilátero».

173 Es decir, «en tomo a la recta h b ».

150 6
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gono circunscrito con el lado del polígono inscrito, y que la 
figura más el cono174 guarda175 una razón que es el cubo de 
la misma176.

Θ

Sea el círculo M, el cuadrado de cuyo radio equivale al 
rectángulo comprendido por un lado del polígono circuns
crito y la suma de todas las cuerdas que unen los ángulos 
más la mitad de e z .

Entonces el círculo M será igual a la superficie de la fi
gura circunscrita [Prop. 39, corol.]. Tómese también el cír
culo N, el cuadrado de cuyo radio equivale al rectángulo

174 Se refiere a las construcciones aludidas en la Prop. 38 y el primer 
corolario de la Prop. 40, es decir, a la figura recién descrita y al cono que 
tiene por base el casquete α β γ  y el vértice en el centro de la esfera.

175 Heiberg suple el detalle del texto del siguiente modo: «y que la fi
gura circunscrita más el cono guarda con la figura inscrita más el cono una 
razón...».

176 O sea, de la razón del lado del polígono circunscrito al inscrito.
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comprendido por un lado del polígono inscrito y  la suma de 
todas las cuerdas que unen los ángulos más la mitad de α γ .
Y éste177 será igual a la superficie de la figura inscrita 15 
[Prop. 35], Y las áreas mencionadas guardan entre sí la 
misma razón que el cuadrado de lado e k  con el cuadrado de 
lado Α Λ 178.

Es evidente, por tanto, que la superficie de la figura cir
cunscrita guarda con la superficie de la figura inscrita una 20 

razón que es el cuadrado de lá que guarda e k  con AA179.
Sea, de nuevo, un cono H que tenga su base igual al cír- 154 

culo M, y por altura el radio de la esfera menor. Este cono es 
igual a la figura circunscrita más el cono cuya base es el cír
culo de diámetro e z  y su vértice Δ [Prop. 40, corol. 1], Y sea 5 
otro cono o  que tenga su base igual al círculo N y por altura 
la perpendicular trazada desde Δ hasta AA. También éste se
rá igual a la figura inscrita más el cono cuya base es el 
círculo de diámetro ΑΓ y su vértice el centro Δ [Prop. 38], 10 
Todo esto ya se ha escrito antes.

Y e k  es al radio de la esfera menor como AA a la per
pendicular trazada desde el centro180 hasta AA, y  se había 
demostrado que EK es a AA como el radio del círculo M al 15 
radio del círculo N 181; entonces el diámetro del círculo que 
es la base de Ξ será al diámetro del círculo que es la base de 
o como la altura del cono Ξ es a la altura del cono o182. Lue- 20 

go el cono H guarda con el cono o una razón que es el cubo 
de la del diámetro al diámetro [Lema 5 (74, 9); Elem, X II2],

177 Es decir, el círculo N.
178 [F entonces el circulo u  es al círculo N como el polígono es al po 

lígono'].
179 [La misma que guarda el polígono],
180 [Elpunto A],
181 [Y el diámetro al diámetro],
182 [Luego los conos son semejantes].
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Está claro, por tanto, que también la figura circunscrita 
más el cono guarda con la figura inscrita más el cono una 

25 razón que es el cubo de la de e k  a a a .

156 P r o p o s i c i ó n  4 2

La superficie de todo casquete de esfera menor que un 
hemisferio es igual al círculo cuyo radio es igual a la recta 
trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferen- 

5 ci a del círculo que es la base del casquete de esfera.

Sea una esfera y en ella el círculo máximo α β γ  y un cas
quete en ella menor que un hemisferio, cuya base sea el 
círculo de diámetro α γ  que es perpendicular al círculo α β γ ,  

io y tómese el círculo z  cuyo radio es igual a a b .

Se ha de demostrar que la superficie del casquete Α Β Γ  es 
igual al círculo z .

Pues si no, sea mayor la superficie del círculo z ,  y tomé
i s  se el centro Δ  y una vez trazadas rectas que unan Δ  con a ,  Γ ,  

prolongúense. Y habiendo dos magnitudes desiguales, la 
superficie del casquete y la del círculo z ,  inscríbase en el 
sector α β γ  un polígono equilátero y de número par de ángu
los y circunscríbase otro semejante a éste, de manera que el
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circunscrito guarde con el inscrito una razón menor que la 
que guarda la superficie del casquete de esfera con el círcu
lo z [Prop. 6], y una vez hecho girar el círculo, como antes, 
habrá dos figuras comprendidas por superficies cónicas, una 
de ellas circunscrita y la otra inscrita; y la superficie de la 
figura circunscrita será a la de la figura inscrita como el po
lígono circunscrito al inscrito. Pues cada una de esas razones 
es el cuadrado de la que guarda el lado del polígono cir
cunscrito con el lado del inscrito. Pero el polígono circuns
crito guarda con el inscrito una razón menor que la que 
guarda la superficie del casquete mencionado con el círculo 
z [por hipót.], y la superficie de la figura circunscrita es ma
yor que la superficie del casquete [Prop. 39], Luego también 
la superficie de la figura inscrita es mayor que el círculo z. 
Lo cual es imposible. Pues se ha demostrado que la superfi
cie mencionada de la figura es menor que un círculo tal 
[Prop. 37],

Sea ahora mayor el círculo que la superficie y circuns
críbanse e inscríbanse polígonos semejantes y guarde el cir
cunscrito con el inscrito una razón menor que la que guarda 
el círculo con la superficie del casquete [Prop. 6 ]I83.

183 Para Heiberg es poco creíble que Arquímedes dejara sin redactar la 
segunda parte de la demostración, y la restituye en el sentido siguiente: Por 
hipótesis, el lado del polígono circunscrito guarda con el del inscrito una ra
zón menor que el círculo z con la superficie del casquete; pero el lado del po
lígono circunscrito es al del inscrito como la superficie del polígono circuns
crito es a la del inscrito; luego la superficie del polígono circunscrito guarda 
con la del inscrito una razón menor que el círculo z con la superficie del cas
quete; y, tomando la proporción en alternancia, la superficie del polígono cir
cunscrito guarda con la superficie del casquete una razón menor que la del 
polígono inscrito con el círculo z; lo cual es imposible, puesto que el área del 
polígono inscrito es menor que la del casquete [Prop. 36], pero el polígono 
circunscrito es mayor que el círculo z [Prop. 40].
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Entonces la superficie no es menor que el círculo z. Y se 
había demostrado que tampoco era mayor. Luego es igual.

Y si un casquete es mayor que un hemisferio, de manera 
semejante su superficie es igual a un círculo cuyo radio sea 
igual a la recta trazada desde el vértice hasta la circunfe- 

20 renda del círculo que es la base del casquete.

le o  a ;  y  sean  e l círcu lo  E ,  cu yo  radio e s  igu a l a a b ;  e l c írcu lo  z ,  

cu y o  radio e s  igu a l a αγ; y  e l círcu lo  H cu y o  radio e s  igu a l 
a ΒΓ.

Entonces, el círculo H  es igual a la suma de los círculos 
5 E ,  z 185. Y, por otro lado, el círculo H  es igual a la superficie 

entera de la esfera186 [Elem. XII 2; prop. 33], mientras que

184 Entiéndase «perpendicular al círculo máximo mencionado».
185 Ya que los círculos son entre sí como los cuadrados de sus diáme

tros (Elem. XII 2) y en aplicación del teorema de Pitágoras (Elem. 147).
i8í [Puesto que cada esfera es el cuádruple del círculo de diámetro

P r o p o s i c i ó n  43

25

/

B
Sea una esfera y  en 

ella un círculo máximo, y  
considéresela cortada me
diante un plano perpen
dicular184, el correspon
diente a Α Δ ,  y  sea a b a  

menor que un hemisferio, 
y  sea el diámetro Β Γ  per
pendicular a Α Δ ,  y  trácen
se las rectas b a ,  Α Γ  que 
unan los puntos b ,  γ  con

ΒΓ\.
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el círculo E es igual a la superficie del casquete a b a  [Prop. 
4 2 ] 187.

Luego el círculo restante z es igual a la superficie del 
casquete a t a ,  que es mayor que un hemisferio.

P r o p o s i c i ó n  4 4

Todo sector de esfera es igual a un cono que tenga la 
base igual a la superficie del casquete de esfera correspon
diente al sector y  la altura igual al radio de la esfera.

Sea una esfera y en ella el círculo máximo a b a  y el cen
tro r; y un cono que tenga por base un círculo igual a la su
perficie correspondiente a la circunferencia a b a 188 y la altu
ra iual a Β Γ .

Se ha de demostrar que el sector α β γ δ  es igual al cono 
indicado.

Pues si no, sea mayor el sector que el cono, y póngase el 
cono Θ como se ha dicho. Habiendo dos magnitudes des
iguales — el sector y el cono Θ— hállense dos líneas, Δ, E 
—Δ mayor que E—, y guarde A  con E una razón menor que 
el sector con el cono [Prop. 2], y tómense dos líneas, z ,  H  de 
manera que Δ  exceda a z  en lo mismo que z  a H  y que h  a e; 
y en tomo al sector plano del círculo circunscríbase un polí
gono equilátero y de número par de ángulos, e inscríbase 
uno semejante a él, de manera que el lado del circunscrito 
guarde con el del inscrito una razón menor que la que guar-

187 [Pues eso se ha demostrado para el caso del casquete menor que 
un hemisferio (Prop. 42)].

188 Entiéndase: «un círculo igual a la superficie del casquete esférico 
correspondiente a la circunferencia ΑΒΔ».
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da Δ  con z  [Prop. 4] y ,  de modo semejante a las proposicio
nes anteriores, una vez hecho girar el círculo, resulten dos 
figuras comprendidas por superficies cónicas.

B La figura circunscrita más
el cono que tiene por vérti
ce el punto r  guarda con la 
suma de la figura inscrita 
más el cono una razón que 
es el cubo de la que guarda 
el lado del polígono cir
cunscrito con el lado del 
inscrito [Prop. 41], Pero el 
lado del circunscrito guar
da189 una razón menor que 
la de Δ  con z .  Luego la 
mencionada figura sólida190 

guardará191 una razón menor que el cubo de la de Δ  con z .  

Pero Δ  guarda con E una razón mayor que el cubo de la de Δ  

con z .  Luego la figura sólida circunscrita al sector guarda 
20 con la figura inscrita una razón menor que la que guarda Δ  

con e . Y Δ  guarda con E una razón menor que el sector sóli
do con el cono θ  [por hipót.]; luego el sector sólido guarda 
con el cono Θ  una razón mayor que la figura circunscrita al 
sector con la inscrita. Y lo mismo tomando la proporción en 

¡5164 alternancia [Elem. V 16], Pero la figura sólida circunscrita 
es mayor que el casquete. Luego también la figura inscrita 
en el sector es mayor que el cono Θ .  Lo cual es imposible. 
Pues se ha demostrado en las proposiciones de atrás [Prop.

189 Se entiende: «guarda con el del inscrito».
190 Es decir, «la figura circunscrita más el cono».
191 Súplase «con la figura inscrita más el cono».
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38, corol.] que era menor que un cono de tales característi-
192cas .
Luego el sector sólido no es mayor que el cono Θ.
Sea ahora el cono Θ mayor que el sector sólido.
De nuevo, igualmente, siendo Δ mayor que e , guarde 

con ella una razón menor que la que guarda el cono con el 
sector [Prop. 2] y tómense de modo semejante z , H, de mo
do que las diferencias sean las mismas193, y el lado del polí
gono 194 de número par de ángulos circunscrito al sector pla
no guarde con el del inscrito una razón menor que la que 
guarda Δ con z [Prop. 4]195.

Demostraremos de la misma manera que la figura sólida 
circunscrita al sector guarda con la inscrita una razón menor 
que la que guarda Δ con E y menor que la que guarda el co
no Θ con el sector196. Y el sector es mayor que la figura ins
crita en él; luego el cono Θ es mayor que la figura circuns
crita; lo cual es imposible [Prop. 40, corol. 2] 197.

Luego el sector es igual al cono Θ.

192 [Esto es, el que tiene por base un circulo cuyo radio sea igual a la 
recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del cír
culo que es la base del casquete, y  por altura el radio de la esfera. Este es 
el referido cono Θ. Pues tiene por base un círculo igual a la superficie del 
casquete —es decir, al circulo indicado— y  una altura igual al radio de la 
esfera\.

193 Al igual que en la primera parte de la demostración, hay que enten
der: «de modo que las diferencias sean las mismas entre cada par de rec
tas».

194 Súplase «equilátero y».
195 [Y genérense las figuras sólidas en torno al sector sólido].
196 [De manera que también el sector guarda con el cono una razón 

menor que la que guarda el sólido inscrito en el casquete con el circuns
crito].

197 [Pues ya se ha demostrado que un cono de tal tamaño es menor 
que la figura circunscrita al sector].

11
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Arquímedes a Dosíteo, ¡ salud!
Hace un tiempo me pediste que redactara las demostra

ciones de los problemas cuyos enunciados yo mismo envié 
a Conón. Ocurre que la mayor parte de ellas se redactan por 5 
medio de los teoremas cuyas demostraciones te mandé an
tes: que la superficie de la esfera entera es el cuádruple del 
círculo máximo de los de la esfera y que la superficie de to
do casquete esférico es igual a un círculo cuyo radio es 10 

igual a la recta trazada desde el vértice del casquete hasta la 
circunferencia de la base y que en toda esfera el cilindro que 
tiene por base el círculo máximo de los de la esfera y la al
tura igual al diámetro de la esfera es él mismo, en magnitud, 15 

una vez y media la esfera, y su superficie es una vez y me
dia la superficie de la esfera, y que todo sector sólido es 
igual al cono que tiene por base un círculo igual a la super
ficie del casquete de esfera del sector y la altura igual al ra- 20 

dio de la esfera.
Cuantos teoremas y problemas se redactan pör medio de es

tos teoremas te los envío tras redactarlos en este libro y cuan
tos se resuelven por medio de otras reflexiones, los relativos a 170 

las espirales y a los conoides procuraré enviártelos pronto.
El primero de los problemas era éste:
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5 Dada una esfera, hallar un área plana igual a la superfi
cie de la esfera. Es evidente que éste queda demostrado a 
partir de los teoremas que mencioné antes, pues el cuádru
ple del círculo máximo de los de la esfera es un área plana y 
es igual a la superficie de la esfera.

10 P r o p o s i c i ó n  1

La segunda era: Dado un cono o un cilindro hallar la 
esfera igual al cono o al cilindro.

Sea A  el cono o el ci
lindro dado y la esfera B 

igual a A, y póngase el ci
lindro γ ζ δ  que sea una vez 
y media el cono o el cilin
dro A, y un cilindro igual a 
una vez y media la esfera 
B, cuya base sea el círculo 
de diámetro ΗΘ y su eje K A  

igual al diámetro de la es
fera b  [I 34, corol.].

Entonces el cilindro E 

es igual al cilindro K 1. Lue
go el círculo E es al círculo κ  —esto es, el cuadrado de lado 
ΓΔ es al cuadrado de lado ΗΘ [Elem. XII 2]— como K A  es a 

25 EZ [Elem. XII 15], Y K A  es igual a ΗΘ2. Luego el cuadrado

1 [En los cilindros iguales las bases son inversamente proporcionales 
a las alturas],

2 [El cilindro que es una vez y  media la esfera tiene el eje igual al 
diámetro de ¡a esfera y  el círculo K es uno máximo de los de la esfera].
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de lado γ δ  es al cuadrado de lado η θ  como H© es a e z . Sea 
el cuadrado de lado ΗΘ igual al rectángulo comprendido por 
γ δ , MN. Entonces γ δ  es a MN como el cuadrado de lado ΓΔ es 
al cuadrado de lado η θ ,  esto es, como η θ  es a ez  y , tomando 172 

la proporción en alternancia, γ δ  es a η θ  como η θ  es a m n  y  

como MN a ez3. Y cada una de las rectas γ δ , ez  ha sido dada; 
luego dadas dos rectas γ δ , e z , las rectas ΗΘ, MN son dos me
dias proporcionales. Luego cada una de las rectas ΗΘ, MN ha 5 

sido dada.

La síntesis del problema se planteará así: Sea A el cono 
o el cilindro dado. Es preciso hallar una esfera igual al co
no o al cilindro A.

Sea un cilindro que sea una vez y media el cono o el 10 

cilindro A, cuya base4 sea el círculo de diámetro ΓΔ y su 
eje e z ,  y tómense ΗΘ, MN que sean medias proporcionales 
de γ δ , e z ,  de manera que γ δ  sea a η θ  como H© a m n  y 
como MN a EZ5, y considérese un cilindro cuya base sea el 15 

círculo de diámetro η θ  y su eje KA igual al diám e
tro ΗΘ.

Digo que el cilindro E es igual al cilindro κ.
Y p u esto  que ΓΔ es a η θ  com o  MN a e z  y  (lo  m ism o) to- 20 

m ando la  proporción  en  alternancia y  η θ  es igu a l a KA6, en-

3 El detalle de las proporciones es correcto, pero la imprecisión de 
la literalidad del texto es evidente. N i Heiberg, sin embargo, se atreve a 
proponer correcciones, sino que se limita a aclarar el sentido del razo
namiento del modo que sigue: γ δ  : m n  :: ΗΘ : e z ; y  tomando la propor
ción en alternancia γ δ  : ΗΘ :: m n : e z ; y  por hipótesis, γ δ  : η θ  :: η θ  : MN; 
de lo que se sigue, en efecto que γ δ  : η θ  :: ΗΘ : m n  :: MN : e z .

4 Es decir, la base del primer cilindro, el que es igual a una vez y  me
dia el cono o el cilindro A.

5 Véase el Comentario de E u t o c io  a este pasaje, págs. 359 y  ss.
6 [Luego ΓΔ es a MN —es decir, el cuadrado de ΓΔ es al cuadrado de 

ηθ— como el círculo e  es a l circulo k].
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25 tonces el círculo E es al círculo κ  como Κ Λ  es a e z 7. Luego 
el cilindro E es igual al cilindro κ . Y el cilindro κ  es una vez 
y media la esfera cuyo diámetro es η θ .

174 Luego la esfera cuyo diámetro es igual a η θ  —es decir, 
B— es igual al cono o al cilindro A.

P r o p o s i c i ó n  2

Todo casquete esférico es igual a un cono que tenga 
5 por base la misma que el casquete y  por altura una re

cta que guarde con la altura del casquete la misma ra
zón que guarda la suma del radio de la esfera más la 
altura del casquete restante con la altura del casquete 
restante.

ío Sea una esfera en la cual haya un círculo máximo cuyo 
diámetro sea a t ,  y córtese la esfera mediante un plano que

p ase  por b z  perpendicu lar a ΑΓ, y  sea  Θ e l centro; y  hágase  
de m anera que la  sum a de θ α , a e  sea  a AE co m o  ΔΕ a γ ε ;  y  

15 de n u evo  h ágase  de m anera que proporcionalm ente la  sum a  
de ©r, ΓΕ sea a ΓΕ co m o  k e  a ea ;  y  sobre e l círcu lo  de d iá

7 [Luego en los cilindros E, κ  las bases son inversamente proporciona
les a las alturas]. Heiberg aclara que ΓΔ : MN = ηθ  : ez = k a  : ez; pero ΓΔ : 
MN = γ δ 2 : ηθ2 = e : κ, luego también e  : κ  = κλ : e z .
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m etro bz  constrúyanse co n o s que tengan  por vértices los  

puntos K, Δ.
Digo que el cono β δ ζ  es igual al casquete esférico co

rrespondiente a r  y el cono b k z  igual al casquete correspon- 20 

diente al punto A.

Trácense β θ , θζ y  considérese 
un cono que tenga por base el cír
culo de diámetro b z  y  por vértice 
el punto Θ; y  sea un cono M que 
tenga por base un círculo igual a la
superficie del casquete ΒΓΖ de la \  /  25

esfera —esto es, (un círculo) cuyo 
radio sea igual a ΒΓ y su altura sea 
igual al radio de la esfera— . El cono M será igual al sector 
sólido β γ θ ζ  — pues esto ya se ha demostrado en el Libro 176 

primero [I 44]— y puesto que δ ε  es a ε γ  como la suma de 
ΘΑ, a e  es a AE, por descomposición [Elem. V 17] γ δ  será a 
ΓΕ como θ α  a a e , es decir, como ΓΘ a ae; y, tomando la 5 

proporción en alternancia [Elem. V 16], ΔΓ es a ΓΘ como γ ε  
a e a  y, por composición [Elem. V 18], θ δ  es a ΘΓ como γ α  a 
a e , es decir, como el cuadrado de lado γ β  es al cuadrado de 
lado b e. Luego ΔΘ es a ΓΘ como el cuadrado de lado γ β  es al 
cuadrado de lado b e. Y ΓΒ es igual al radio del círculo Μ [I 
42], y b e  es el radio del círculo de diámetro b z. Luego ΔΘ es 10 

a ΘΓ como el círculo M es al círculo de diámetro bz. Y ΘΓ es 
igual al eje del cono M. Luego ΔΘ es al eje del cono M como 
el círculo M es al círculo de diámetro bz; entonces el cono 15 

que tiene por base el círculo M y por altura el radio de la es
fera es igual al rombo sólido β δ ζ θ 8. Pero el cono M es igual al 26

8 [Esto se ha demostrado en los lemas del Libro I. O así: Puesto que 
ΔΘ es a la altura del cono M como el círcido M es al círculo de diámetro 
bz , entonces el cono M es igual al cono cuya base es el círculo de diáme
tro b z  y  su altura ΔΘ, pues en ellos las bases son inversamente propor-
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sector sólido β γ ζ θ ; y el sector sólido β γζθ  es, por tanto, 
178 igual al rombo sólido β δ ζ θ . Si se resta de ambos el cono 

cuya base es el círculo de diámetro bz  y la altura ΕΘ, enton
ces el cono restante ΒΔΖ es igual al casquete esférico β ζ γ .

De la misma manera se demostrará también que el cono 
5 BKZ es igual al casquete esférico b a z . Y puesto que la suma 

de θ γε  es a ΓΕ como k e  es a e a , entonces, por descomposi
ción, k a  es a AE como θ γ  es a γ ε , y θ γ  es igual a ΘΑ. Y, to

lo mando la proporción en alternancia, k a  es a ΑΘ como a e  a 
ΕΓ; de modo que, por composición, ΚΘ es a ΘΑ como AT es a 
ΓΕ :—es decir, como el cuadrado de lado b a  es al cuadrado 
de lado be— . Póngase de nuevo un círculo N cuyo radio sea 
igual a a b . Entonces es igual a la superficie del casquete 

15 b a z . Y considérese el cono n  que tenga su altura igual al ra
dio de la esfera9; entonces es igual al sector sólido ΒΘΖΑ 
—esto ya se ha demostrado en el Libro primero— . Y puesto 
que se demostró que ΚΘ es a θ α  como el cuadrado de lado 
a b  al cuadrado de lado be  —es decir, como el cuadrado del 

20 radio del círculo N al cuadrado del radio del círculo de diá
metro b z ; es decir, el círculo n  al círculo de diámetro bz— 
y, por otro lado, ΑΘ es igual a la altura del cono N, entonces 
ΚΘ es a la altura del cono N como el círculo N es al círculo 
de diámetro b z . Entonces, el cono N —es decir, el sector 

25 βθ ζα— es igual a la figura β θ ζ κ . Añádase a ambos el cono 
cuya base es el círculo de diámetro bz  y su altura ΕΘ; enton
ces, el casquete esférico a b z  entero es igual al cono b z k .

Que es lo que había que demostrar.

dónales a las alturas. Pero e l cono que tiene p o r  base el círculo de diá
metro B Z y p o r  altura Δe e s  igual al rombo sólido β αζθ ],

9 Se sobreentiende que tiene por base el círculo N.
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COROLARIO ISO

Y es evidente que, en general, un casquete esférico es al 
cono que tiene la misma base que el casquete y la misma al
tura como la suma del radio de la esfera más la perpendicu- 5 
lar (al plano) del casquete restante es al (plano del) casquete 
restante, pues ΔΕ es a ΕΓ como el cono δζ β  —es decir, el 
casquete ΒΓΖ [Prop. 2]— es al cono β γ ζ .

Supuesto el mismo caso, (digo) también que el cono k bz  
es igual al casquete esférico b a z . io

Sea el cono N que tenga la ba
se igual a la superficie de la esfera 
y por altura el radio de la esfera; 
entonces el cono es igual a la esfe- 14-is

ra 10. Y puesto que la suma de θ α , 20

a e  es a a e  como ΔΕ a ΕΓ, descom
poniendo la proporción y tomán
dola en alternancia ©r es a ΓΔ co
mo AE a ΕΓ. De nuevo, puesto que KE es a EA como la suma 
de ΘΓΕ a γ ε , descomponiendo la proporción y tomándola en 
alternancia k a  es a ΓΘ — esto es, a θ α — como a e  a ε γ  
—esto es, como ΘΓ a ΓΔ— . Y lo mismo por composición. Y 25 

αθ  es igual a θ γ . Luego κθ es a ΘΓ como ©Δ a δ γ , y la recta 
entera ΚΔ es a Δ© como ΔΘ a ΔΓ —esto es, como κθ  a ©A— . ísi

10 [Pues se ha demostrado que la esfera es el cuádruple del cono que 
tiene p or base el círculo máximo y  p o r  altura el radio. Y, en efecto, el co
no N es el cuádruple del mismo, puesto que también la base (es el cuádru
p le) de la base y  la superficie de la esfera (es el cuádruple) de (un círculo 
máximo de) los que hay en ella].
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Luego el rectángulo comprendido por δ κ , θ α  es igual al 
comprendido por δ θ κ . a  la vez, puesto que ΚΘ es a ΘΓ co
mo θ δ  a ΓΔ, (tómese) la proporción en alternancia; y  se 
había demostrado que ΘΓ es a ΓΔ como a e  a ε γ . Luego ΚΘ es 

5 a ΘΔ como AE a ε γ . Y entonces el cuadrado de lado ΚΔ es al 
rectángulo comprendido por κ θ δ  como el cuadrado de lado

α γ  es al rectángulo comprendido por α ε γ . Y se había demos
trado que el rectángulo comprendido por κ θ δ  era igual al 
comprendido por ΚΔ, ΑΘ. Luego el cuadrado de lado ΚΔ es 
al rectángulo comprendido por ΚΔ, α θ  —es decir, κ δ  es a 

ίο ΑΘ—  como el cuadrado de lado ΑΓ es al rectángulo com
prendido por α ε γ  —es decir, al cuadrado de lado e b — . Y 
ΑΓ es igual al radio del círculo N. Luego el cuadrado que 

15 tiene por lado el radio del círculo N es al cuadrado de lado 
b e  —es decir, el círculo N es al círculo de diámetro BZ—  

como ΚΔ es a αθ  —es decir, como ΚΔ es a la altura del cono
19 N. Luego el cono N — es decir, la esfera—  es igual al rombo 
27 sólido β δ ζ κ 11. De los cuales conos12 el β δ ζ  se había demos

trado que era igual al casquete esférico β γ ζ .

11 [O de este modo: Luego el circido N es al circulo de diámetro b z  
como a k  es a la altura del cono n; luego el cono N es igual al cono cuya 
base es el círculo de diámetro b z  y  su altura a k , ya que sus bases son in
versamente proporcionales a sus alturas. Pero este cono es igual al rom
bo sólido BAZK; entonces el cono N  —es decir, la esfera— también es igual 
a l rombo sólido b a z k ],

12 Se refiere a los conos que forman el rombo sólido.
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Luego el cono restante bk z  es igual al casquete esférico
BAZ.

El tercer problema era éste: cortar mediante un plano 
la esfera dada de manera que las superficies de los casque
tes guarden entre sí una razón igual a la razón dada.

Dése por hecho y sea α δ β ε  un círculo máximo de la es
fera y a b  su diámetro y construyase un plano perpendicular 
a AB y produzca el plano en el círculo α δ β ε  una sección δε  
y trácense α δ , β δ .

Puesto que existe una razón entre la superficie del cas
quete δ α ε  y la superficie del casquete δ β ε , y la superficie 
del casquete δ α ε  es igual a un círculo cuyo radio es igual a 
ΑΔ [Prop. I 43], mientras que la superficie del casquete δ β ε  
es igual a un círculo cuyo radio es igual a δ β  [Prop. I 4 2 ] ,  y 
los círculos mencionados guardan entre sí la razón del cua
drado de lado α δ  al cuadrado de lado ΔΒ [Elem. XII 2 ] — es 
decir, la de ΑΓ a ΓΒ—, entonces la razón de α γ  a γ β  ha sido 
dada, de modo que también el punto r  ha sido dado. Y ΔΕ es

P r o p o s i c i ó n  3

A

Z
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perpendicular a a b . Luego también nos ha sido dado en po- 
20 sición el plano que pasa por (la sección) δ ε .

Luego la síntesis se planteará así:
Sea una esfera de la cual sea α β δ ε  un círculo máximo y 

a b  un diámetro y sea la razón dada la de z  a H, y córtese a b  

25 por el punto r  de modo que Α Γ  sea a ΒΓ como z a H [Elem. 
VI 2]; y córtese la esfera por el punto Γ  mediante un plano 
perpendicular a la recta a b , y sea δ ε  la sección común, y 

186 trácense α δ , δ β  y construyanse dos círculos ©, κ  —el Θ con 
radio igual a ΑΔ y el K con radio igual a ΔΒ— .

Entonces el círculo Θ es igual a la superficie del casque
te δ α ε  [Prop. I 43] y el κ  igual al casquete δ β ε  [Prop. I 42] 

5 —esto se demostró antes en el Libro I— . Y puesto que el 
ángulo ΑΔΒ es recto [Elem. III 31] y ΓΔ es un cateto, enton
ces AT es a ΓΒ —esto es, z  es a H— como el cuadrado de la
do ΑΔ es al cuadrado de lado δ β ; esto es, como el cuadrado 
que tiene por lado el radio del círculo © es al cuadrado que 

ío tiene por lado el radio del círculo κ ; esto es, como el círculo 
© es al círculo κ  [Elem. XII 2]; esto es, como la superficie 
del casquete δ α ε  es a la superficie del casquete esférico ΔΒΕ.

P r o p o s i c i ó n  4

15 Cortar una esfera dada de manera que los casquetes de 
la esfera guarden entre sí una razón igual a la razón dada.

Sea α β γ δ  la esfera dada. Hay que cortarla mediante un 
plano de manera que los casquetes de la esfera guarden en- 

20 tre sí la razón dada.
Córtese mediante un plano que pase por a t. Entonces la 

razón entre el casquete esférico α δ γ  y el casquete esférico
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α β γ  ha sido dada. Córtese la esfera por el centro13 y  sea la 
sección el círculo máximo α β γ δ , y  el centro K, y  su diáme
tro δ β , y  hágase de manera que la suma de κ δ χ  sea a ΔΧ 
como PX es a XB, y  que la suma de k b x  sea a b x  como ΛΧ es

a ΧΔ, y trácense ΑΛ, ΛΓ, AP, pr. Entonces el cono α λ τ  es 
igual al casquete esférico ΑΔΓ y el (cono) ΑΡΓ al (casquete) 
α β γ  [Prop. 2]; luego también la razón del cono ΑΛ.Γ al cono 
ΑΡΓ ha sido dada. Y el cono es al cono como ΛΧ es a XP14. 
Luego también la razón de ΛΧ a XP ha sido dada. Y, por el 
mismo razonamiento que en las proposiciones anteriores, 
por construcción, ΑΔ es a κ δ  como k b  a bp y ΔΧ a x b . Y 
puesto que pb  es a b k  como ΚΔ a ΛΔ [Elem. V 7, corol.], por 
composición [Elem. V 18] pk  es a k b  — esto es, a ΚΔ—  co
mo ΚΛ es a ΛΔ. Y por consiguiente el segmento entero ΡΛ es 
al segmento entero ΚΛ como k a  es a ΛΔ [Elem. V 12], Lue
go el rectángulo comprendido por ΡΛΔ es igual al cuadrado 
de lado ΛΚ [Elem. VI 17]. Luego ΡΛ es a ΛΔ como el cua
drado de lado KA es al cuadrado de lado ΛΔ. Y puesto que 
ΛΔ es a ΔΚ como ΔΧ es a x b , por inversión [Elem. V 7, co
rol.] y composición [Elem. V 18], KA es a ΛΔ como β δ  es a

13 La sección ha de ser mediante un plano perpendicular al plano que 
pasa por ΑΓ.

14 [Puesto que tienen la misma base, el círculo de diámetro A f \ .
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20 Δ Χ 15. Y póngase b z igual a kb; es evidente que será exterior 
wo a p 16. Puesto que la razón de ΔΛ a ΛΧ ha sido dada, entonces 

también ha sido dada la razón de ΡΛ a ΛΧ. Y puesto que la 
5 razón de ΡΛ a AX está compuesta de la razón que guarda ΡΛ 

con α δ  y  la de ΔΛ con AX, mientras que por un lado ΡΛ es a 
α δ  como el cuadrado de lado δ β  es al cuadrado de lado ΔΧ 
y , por otro lado, ΔΛ es a AX como bz es a zx, entonces la ra
zón de p a  a AX está compuesta de la razón que guarda el 

ío cuadrado de lado ΒΔ con el cuadrado de lado ΔΧ y  de la que 
guarda b z con zx.

Hágase que BZ sea a ΖΘ como p a  a a x ;  y  la razón de PA 

a AX ha sido dada. Luego la razón de zb  a ΖΘ también ha si
do dada; y  b z  ha sido dada, pues es igual al radio; luego 
también ζθ  ha sido dada [Eue., Data 2], Y entonces la razón 

is de bz  a ΖΘ está compuesta de la razón que guardan el cua
drado de lado β δ  con el cuadrado de lado ΔΧ y  la de b z  a zx. 
Pero la razón de bz  a z© está compuesta de las razones de 
b z  a zx y  la de zx a ζ θ 17. Por tanto, lo que queda es que el 

20 cuadrado de lado ΒΔ —es decir, una magnitud dada— es al 
cuadrado de lado ΔΧ como xz es a ζθ  —esto es, a una mag
nitud dada— . Y la recta ζ δ  ha sido dada; luego se ha de cor
tar la recta dada δ ζ  por el punto X y  hacer que xz sea a la 
recta dada18 como la magnitud dada19 es al cuadrado de la-

25 do ΔΧ.

15 [Y por tanto, el cuadrado de lado ΚΛ es al cuadrado de lado ΛΑ co
mo el cuadrado de lado BA es al cuadrado de lado AX. De nuevo, puesto 
que ΛΧ es a A x como la suma de k b , b x  es a bx , p o r descomposición ΛΔ es 
a AX como AX es a BX ].

16 [ Y ΛΑ será a AX como ZB a BX; de manera que también ΑΛ será a ΛΧ  

como BZ a ZX],
17 [Ouitese de ambas la razón de BZ a ZX1.
18 [La Ζθ],
19 [El cuadrado de lado Ba],
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Enunciado de modo absoluto requiere diorismo, pero si 
se añaden las condiciones que tenemos aquí20, no requiere 
diorismo. Y el problema será el siguiente: Dadas dos rectas 
ΒΔ, b z  y  siendo doble β δ  que b z  y  dado un punto Θ en la re
cta b z , cortar δ β  por el punto x y  hacer que el cuadrado de 
lado β δ  sea al cuadrado de lado ΔΧ como xz es a ΖΘ. De ca
da una de estas cuestiones se darán al final el análisis y  la 
síntesis21.

La síntesis del problema se planteará del modo siguiente:

Sea la razón dada la de Π a Σ, la del mayor al menor, y 
dése una esfera y córtese mediante un plano que pase por el 
centro y sea la sección el círculo α β γ δ  y sea β δ  el diámetro 
y κ  el centro y póngase b z  igual a KB, y córtese b z  por el 
punto Θ de modo que ΘΖ sea a ΘΒ como Π es a Σ, y córtese 
también β δ  por el punto X de modo que x z  sea a ΘΖ como el 
cuadrado de lado ΒΔ es al cuadrado de lado ΔΧ y construya
se por el punto x  un plano perpendicular a β δ .

20 [£s decir, que Δb  sea el doble de b z  y  que zb  sea mayor que ΖΘ, de 
acuerdo con el análisis].

21 La aclaración prometida — que ya se había perdido en tiempos de 
Diocles y Dionisodoro—  falta en todos los mss., pero Eu t o c io  la incluye 
en su Comentario transcribiéndola a partir de un manuscrito antiguo y  es
tropeado hallado por él mismo; ofrecemos la traducción de ese pasaje en 
págs. 391 y  ss. Según Heiberg, H u g e n iu s  dio otra resolución del proble
ma en Opera mechanica cet., Leiden, 1751, vol. II, págs. 388-391.
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Digo que este plano cortará a la esfera de modo que el 
casquete mayor sea al menor como Π es a Σ.

20 Hágase de modo que la suma de k b x  sea a b x  como ΛΧ 
es a ΔΧ, y que la suma de ΚΔΧ sea a ΧΔ como PX a x b , y trá
cense las rectas α λ , λ γ ,  ap, ργ.

Por construcción, como demostramos en el análisis, el 
25 rectángulo comprendido por ΡΛΔ será igual al cuadrado de 

lado λ κ ,  y  k a  será a ΛΔ como ΒΔ a ΔΧ. De modo que el cua
drado de lado k a  es al cuadrado de lado ΛΔ como el cuadra
do de lado β δ  es al cuadrado de lado δ χ .

Y puesto que el rectángulo comprendido por ΡΛΔ es 
194 igual al cuadrado de lado a k 22, entonces también p a  será a 

ΛΔ como el cuadrado de lado β δ  es al cuadrado de lado ΔΧ, 
es decir, como xz a ΖΘ. Y puesto que la suma de k b x  es a 

5 b x  como a x  es a χ δ , y que k b  es igual a b z , entonces tam
bién zx será a x b  como ΛΧ a ΧΔ. Y, por inversión [Elem. V 
19, corol.], xz será a zb  como XA a ΛΔ, De modo que tam
bién ΛΔ es a AX como b z  es a zx. Y puesto que ΡΛ es a ΛΔ 

ío como xz a ΖΘ mientras que ΔΛ es a ΛΧ como b z  a zx [Elem.
V 7, corol.], ex aequali y tomando la proporción alterada 
[Elem. V 21], PA es a AX como bz  a ΖΘ. Luego ΛΧ es a XP 
como ΖΘ a θ β . Y ζθ es a θβ como π es a Σ [por hipót.]; lue- 

15 go también A x e s a x p  —esto es, el cono ΑΓΛ al cono ΑΡΓ; 
esto es, el casquete esférico ΑΔΓ al casquete esférico α β γ—  

como π es a Σ.

22 [pa es a ΛΔ como el cuadrado de lado ΛΚ es al cuadrado de lado 
λ δ \.



P r o p o s i c i ó n  5

Construir un casquete de esfera semejante a uno dado e 
igual a otro también dado23.

Sean ΑΒΓ, e z h  los dos casquetes de esfera dados, y  sea 
la base del casquete ΑΒΓ el círculo de diámetro a b , y  su vér
tice el punto r; y la base del casquete e z h  el círculo de diá
metro e z , y  su vértice el punto H.

Es preciso hallar un casquete esférico que sea igual al 
casquete ΑΒΓ y  semejante al e z h .

Hállese y  sea ΘΚΛ, y  sea su base el círculo de diámetro ΘΚ y  

su vértice el punto A. En las esferas sean también los círculos24 
ΑΝΒΓ, ΘΗΚΛ, EOZH, y  sean sus diámetros ΓΝ, λ ξ ,  h o ,  perpendi
culares a las bases de los casquetes, y  sean Π, p, Σ sus centros, y

23 Arquímedes había remitido a Conón este enunciado y a Dosíteo la 
correspondiente demostración, según indica en la carta-dedicatoria de 
Espirales.

24 Se refiere a «círculos máximos».
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5 hágase de m o d o  que la  sum a de ΠΝ, n t  sea  a NT com o  χ τ  es  
a ΤΓ; y  de m o d o  que la  su m a  d e ΡΞ, ξ υ  sea  a ξ υ  c o m o  ΨΥ  

e s  a υ λ ; y  d e m o d o  qu e la  su m a de ς ο ,  ΟΦ sea  a ΟΦ c o m o  
ΩΦ es a φ η; y  con sid éren se  u n os co n o s cu yas b a ses  sean  lo s  

10 círcu los de d iám etro AB, ΘΚ, e z  y  sus v értices lo s  puntos x ,  
ψ , Ω.

Entonces el cono a b x  será igual al casquete esférico 
α β γ ; el (cono) ψ θ κ  al (casquete) ΘΚΛ y el (cono) ε ω ζ  al 
(casquete) e h z : esto ya se ha demostrado [Prop. 2],

Y puesto que el casquete esférico α β γ  es igual al cas- 
15 quete θ κ λ ,  entonces también el cono a x b  es igual al cono 

ψ θ κ 25. Por tanto, el círculo de diámetro a b  es al círculo de 
diámetro θ κ  como ΨΥ a XT [Esf. Cil. I, lema 4, 74, 6]. Y el 

20 círculo es al círculo como el cuadrado de lado a b  es al cua
drado de lado ©K [Elem. XII 2 ]; luego el cuadrado de lado 
a b  es al cuadrado de lado ΘΚ como ΨΥ es a χτ. Y puesto 
que el casquete e z h  es semejante al casquete θ κ λ ,  entonces 
también el cono ε ζ ω  es semejante al cono ΨΘΚ26. Luego ΩΦ 

25 es a e z  como ΨΥ es a ΘΚ. Y la razón de ΩΦ a e z  ha sido da
da; luego también ha sido dada la de ΨΥ a ΘΚ. Sea la mis- 

198 ma la razón de χτ a Δ. Y χτ ha sido dada. Y puesto que 
ψυ es a χτ —esto es, el cuadrado de lado a b  es al cuadrado 
de lado θ κ — como θ κ  es a a ,  construyase el rectángulo 
comprendido por a b , ς igual al cuadrado de lado ΘΚ. Y en- 

5 tonces también el cuadrado de lado AB será al cuadrado de 
lado ΘΚ como a b  es a ς. Y se había demostrado también que 
el cuadrado de lado a b  es al cuadrado de lado θ κ  como ΘΚ 

es a Δ y, tomando la proporción en alternancia, a b  es a θ κ

25 [En los conos iguales, las bases son inversamente proporcionales a 
las alturas}.

26 [Esto se demostrará].
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como ς es a Δ. Por otro lado, a b  es a ©κ como ΘΚ es a ς27. 

Entonces a b  es a ΘΚ como θ κ  es a ς y  como ς es a Δ. ίο

Luego dadas dos magnitudes a b , δ , las magnitudes θ κ , ς 

son dos medias proporcionales en proporción continua.

La síntesis del problema se planteará del modo siguiente:
Sea ΑΒΓ el casq uete resp ecto  al cu a l hay que construir 

un casquete igual, y  e z h  el casquete respecto  al cu a l h ay  que  
construir otro sem ejan te, y  sean  ΑΒΓΝ, e h z o  círcu los m á x i- 15 

m o s de las esferas, y  γ ν ,  h o  sus diám etros, y  π, Σ sus c e n 
tros, y  h ágase  de m o d o  que la sum a de π ν ,  n t  sea  a n t  c o 
m o XT a ΤΓ, y  de m o d o  que la  sum a de ΣΟΦ sea  a οφ  co m o  
ΩΦ a φη; en ton ces e l con o  x a b  es igu a l al casquete esfér ico  20 

ΑΓΒ, y  e l (con o ) ζω ε  al (casq uete) e h z . Hágase que ΩΦ sea  a 
e z  com o  XT a Δ, y  dadas las d os rectas a b , δ , tóm en se  las  
dos m ed ias p rop orcion ales θ κ , ς, de m o d o  que a b  sea a θ κ  25 
com o  κ θ  es  a ς y  co m o  ς es a Δ28; y  sobre la recta  ΘΚ co n s-  
trúyase e l segm en to  circular θ κ α  sem ejante al segm en to  de 200 

círculo  e z h  [Elem. III 33 y  III, def. 11], y  com p létese  e l c ír
cu lo  [Elem. III 2 5 ], y  sea  su d iám etro ΛΞ, y  con sid érese  una  
esfera  cu y o  círcu lo  m áx im o  sea  λ θ η κ  y  su centro P, y  tráce
se  un p lano que p ase  por θ κ  perpendicular a λ ξ .  5

El casquete e sfér ico  que está  hacia  e l m ism o  lado q u e Λ 
será sem ejante al casqu ete e sfér ico  e h z , puesto  que tam bién  
lo s  segm en tos de lo s  c ír c u lo s29 eran sem ejantes.

Y digo que también es igual al casquete esférico ΑΒΓ. 

Hágase de modo que la suma de ρ ξ, ΞΥ sea a ξ υ  como 10 

ψ γ  a y a .

27 [Por ser igual el cuadrado de lado θκ  al rectángulo comprendido 
p or ab , ς ’].

28 Cf. II 1, 12 y  ss. y  el Comentario de Eu t o c io , págs. 359 y ss.
29 «Los círculos sobre los que se construyeron ambos casquetes», hay 

que entender.
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Entonces el cono ψ θ κ  es igual al casquete esférico ΘΚΛ 

[Prop. 2], Y puesto que el cono ψ θ κ  es semejante al cono 
ζ ω ε , entonces ΩΦ es a e z  —esto es, x t  es a Δ [por hipót.]— 
como ΨΥ es a θ κ . Y, tomando la proporción en alternancia 
[Elem. V 16] e invertida [Elem. V 7, corol.], ΨΥ es a x t  co
mo θ κ  es a Δ. Y puesto que a b , κ θ , ς, Δ están en proporción, 
el cuadrado de lado a b  es al cuadrado de lado θ κ  como ΘΚ 

es a δ ; y  θ κ  es a Δ como ΨΥ es a x t . Y entonces el cuadrado 
de lado a b  es al cuadrado de lado κ θ  —esto es, el círculo de 
diámetro a b  es al círculo de diámetro θ κ  [Elem. XII 2]— 
como ΨΥ es a x t . Luego el cono x a b  es igual al cono ψ θ κ ; 

de manera que también el casquete esférico ΑΒΓ es igual al 
casquete esférico ΘΚΛ.

Luego se ha construido el casquete ΘΚΛ igual al casque
te dado ΑΓΒ y semejante a otro (casquete) dado e z h .

P r o p o s i c i ó n  6

Dados dos casquetes de esfera, sea en la misma esfera o 
no, hallar un casquete de esfera que sea semejante a uno de 
los casquetes dados y  que tenga la superficie igual a la del 
otro casquete.

Sean los casquetes esféricos dados los correspondientes 
a las circunferencias α β γ , δ ε ζ  y sea el correspondiente a la 
circunferencia α β γ  aquél al que ha de ser semejante y el co
rrespondiente a δ ε ζ  aquél cuya superficie ha de igualar.

Dese por hecho, y sea k a m  el casquete esférico seme
jante al casquete α β γ  y tenga la superficie igual a la superfi
cie del casquete δ ε ζ , y considérense los centros de las esfe
ras y trácense planos que pasen por ellos, perpendiculares a
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las b ases de lo s  casquetes; y  resu lten  en  las esferas co m o  \s 

secc io n es lo s  círcu los m á x im o s κ α μ ν ,  β α γ θ , ε ζ η δ , y  en  las 
bases de lo s  casq u etes r esu lten 30 las rectas km, α γ , δ ζ ; y  
sean ΑΝ, β θ , e h  d iám etros d e las esferas, perpendicu lares a 
km, α γ , δ ζ , y  trácense rectas que unan am , β γ , e z . 20

Y puesto que la superficie del casquete de esfera k a m  es 
igual a la superficie del casquete ΔΕΖ, entonces el círculo 
cuyo radio es igual a a m  es igual al círculo cuyo radio es 
igual a ez31; de manera que m a  es igual a ez [Elem. XII 2]. 27

Y puesto que el casquete k a m  es semejante al α β γ , ap  es a 204 

PN como ΒΠ es a π θ ; y tomando la proporción invertida 
[Elem. V 7, corol.] y por composición [Elem. V 18], NA es a 
a p  como θ β  es a β π . Pero también p a  es a a m  como β π  a 
ΓΒ32. Luego NA es a AM —es decir, a EZ— como θβ a ΒΓ 5 

[Elem. V 22]; y tómese la proporción en alternancia [Elem.
V 16], Y la razón de EZ a ΒΓ ha sido dada, puesto que cada
una de esas rectas ha sido dada; luego también ha sido dada 
la razón de AN a ΒΘ; y B© ha sido dada |'Dat. 1]; luego tam
bién AN ha sido dada [Dat. 2]; de modo que también ha sido 
dada la esfera [Dat., def. 5], 10

30 Entiéndase «como secciones con los planos recién trazados».
31 [Pues se había demostrado que las superficies de los casquetes in

dicados eran iguales a los círculos cuyos radios eran iguales a las rectas 
que unen los vértices de los casquetes con las bases (142)].

32 [Pues los triángulos son semejantes].
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Y la síntesis se planteará así:
Sean α β γ , δ ε ζ  los dos casquetes esféricos dados; α β γ  

aquél al que ha de ser semejante; δ ε ζ  aquél a cuya super
ficie ha de tener igual la superficie; y construyase lo mis- 

15 mo que en el análisis; y hágase que β γ  sea a e z  como β θ  
es a a n , y con diámetro ΛΝ trácese un círculo; y considé
rese una esfera cuyo círculo máximo sea ak n m  y córtese 

20 NA por el punto p de manera que en  sea a ΠΒ como np a PA 
[Elem. VI 10] y córtese la superficie mediante un plano 
que pase por p y perpendicular a AN, y trácese la recta AM; 
entonces los segmentos circulares que están sobre las cuerdas 
km , ΑΓ son semejantes. De modo que también los casque
tes esféricos (correspondientes) son semejantes. Y puesto 

25 que ΘΒ es a ΒΠ como NA es a ap  —pues también lo son por 
descomposición [Elem. V 18]—, mientras que también ΠΒ 

206 es a ΒΓ como PA es a am , entonces también ΘΒ es a NA 
como β γ  a am . Y θ β  era a a n  como β γ  a e z 33; luego e z  es 
igual a a m  [Elem. V 9]; de manera que también el círculo 
que tiene por radio e z  es igual al círculo cuyo radio es 

5 igual a am ; y el círculo que tiene por radio e z  es igual a la 
superficie del casquete δ ε ζ ,  mientras que el círculo cuyo 
radio es igual a AM es igual a la superficie del casquete 

io k a m  — pues esto se ha demostrado en el libro I [I 42]— ; 
luego también la superficie del casquete k a m  es igual a la 
superficie del casquete de esfera δ ε ζ . Y k a m  es semejante 
a ΑΒΓ.

33 Por construcción.
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P r o p o sic ió n  7

Cortar de una esfera dada un casquete mediante un 15 
plano, de modo que el casquete guarde una razón dada con 
el cono que tiene la misma base e igual altura que el cas
quete 34

Sea la esfera dada, cuyo círculo máximo es α β γδ  y su 20 

diámetro βδ.
Es preciso cortar la esfera mediante un plano que pase 

por α γ , de manera que e l casquete esférico α β γ  guarde con 
el cono α β γ  una razón igual a una dada.

Dese por hecho; y  sea E 
el centro de la esfera, y  sea 
la suma de εδζ  a ΔΖ como 
hz a ZB. Entonces el cono 
α γ η  es igual al casquete α β γ  
[Prop. 2], Luego ha sido da
da la razón del cono α η γ  al 
cono α β γ . Luego ha sido 
dada la razón de hz  a zb  [I, lema 1]. Y h z  es a zb  como la 
suma de εδζ  es a δ ζ . Luego la razón de la suma de ΕΔΖ a δ ζ  5 
ha sido dada35. De manera que también AT. Y puesto que la

25

208

34 A rq u ím ed e s  cita el enunciado de esta proposición en Espirales (II 
4, 23 y ss.): «Cortar de una esfera dada un casquete mediante un plano de 
manera que el casquete guarde con el cono que tiene la misma base que el 
casquete e igual altura la razón prescrita, mayor que la que guarda tres a 
dos».

35 [De manera que también la de ΕΔ a Δz; luego también ha sido dada
az\.
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sum a de ε δ ζ  guarda co n  δ ζ  una razón  m ayor que la de la  
sum a de εδ β  co n  δ β , y  la sum a de εδ β  es  tres v e c e s  ε δ  y  ba  

10 es dos v e c e s  ε δ , en ton ces la  sum a de ε δ ζ  guarda co n  ΔΖ una  
razón  m ayor que la  de tres a dos. Y la  razón de la  sum a de  
ΕΔΖ a ΖΔ es la  m ism a  que la  razón  dada.

Luego para la síntesis es preciso que la razón dada sea 
mayor que la razón de tres a dos.

15 Y la síntesis se planteará así:
Sea la esfera dada, cuyo círculo máximo es ΑΒΓΔ, y su

diámetro ΒΔ y su centro E y la razón dada sea la de ΘΚ a KA,
mayor que la razón de tres a 
dos.

Y tres es a dos como la 
suma de εδ β  es a δβ; luego 
©κ guarda con k a  una razón 
mayor que la que guarda la 
suma de ΕΔΒ con ΔΒ. Luego, 
por descomposición, ΘΛ guar- 

20 da con AK una razón mayor
que la de ε δ  a δ β . Y hágase 

que θ α  sea a a k  como ε δ  es a δ ζ , y por el punto z  trácese 
25 α ζ γ  perpendicular a βδ , y por γ α  trácese un plano perpendi

cular a ΒΔ.
Digo que el casquete esférico ΑΒΓ guarda con el cono 

α β γ  la misma razón que θ κ  con k a .
210 Hágase de modo que la suma de ε δ ζ  sea a ΔΖ como HZ a 

z b ; entonces el cono ΓΑΗ es igual al casquete esférico ΑΒΓ.
Y puesto que ©κ es a k a  como la suma de ε δ ζ  es a δ ζ  —es 

5 decir, como HZ es a ZB; es decir, como el cono ΑΗΓ es al co
no ΑΒΓ— y el cono ΑΗΓ es igual al casquete esférico ΑΒΓ, 
entonces el casquete ΑΒΓ es al cono α β γ  como ©K es a KA.
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P r o p o s i c i ó n  8

Si una esfera es cortada mediante un plano que no pase 10 

por el centro, el casquete mayor guarda con el menor una 
razón menor que el cuadrado de la que guarda la superficie 
del casquete mayor con la superficie del menor, pero mayor 
que (esa razón elevada a) tres medios36.

Sea una esfera y en ella el círculo máximo α β γ δ  y el is 
diámetro ΒΔ, y córtese mediante un plano que pase por ΑΓ y 
perpendicular al círculo ΑΒΓΔ, y sea α β γ  el casquete mayor 
de la esfera.

Digo que el casquete α β γ  guarda con el ΑΔΓ una razón 
menor que el cuadrado de la que guarda la superficie del 20 

casquete mayor con la superficie del casquete menor, pero 
mayor que (esa razón elevada a) tres medios.

Trácense b a  y  AA, y  sea e  el centro y  llágase de modo 
que la suma de ΕΔΖ sea a ΔΖ como ΘΖ a ZB, y  que la suma de 25 

EBZ sea a BZ como HZ a ZA; y  considérense unos conos que 
tienen por base el círculo de diámetro ΑΓ y  por vértices los 212 

puntos Θ, H.

36 A r q u ím ed e s  c ita  e ste  enun ciad o en  Espirales (II6 ,2 -9 ) :
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El cono ΑΘΓ será igual al casquete esférico α β γ  y el (co
no) ΑΓΗ igual al (casquete) ΑΔΓ y el cuadrado de lado b a  es 
al cuadrado de lado ΑΔ como la superficie del casquete α β γ  

5 es a la superficie del casquete ΑΔΓ. Esto ya se ha explicado 
antes37 [142 y 43; Elem. X II2], 

ίο Digo que también el cono ΑΘΓ respecto al cono ΑΗΓ 
— es decir, ΖΘ con ZH [I, lema 1]— guarda una razón menor 
que el cuadrado de la que guardan el cuadrado de lado b a  
con el cuadrado de lado ΑΔ —es decir, BZ respecto a ζδ— .

Y puesto que la suma de ε δ ζ  es a δ ζ  como θ ζ  a z b 38, 
15 también b z  será a ΖΔ como ΘΒ a b e, y b e  es igual a ΔΕ39. A la 

vez, puesto que la suma de e b z  es a b z  como h z  es a ΖΔ, sea 
20 b k  igual a be. Es evidente que θ β  es mayor que b e, puesto 

que también b z  (es mayor) que ζδ . Y k z  será a z b  como h z  a 
ζδ . Y se había demostrado que zb  es a ζ δ  como θ β  a be; y 
b e  es igual a kb; luego θ β  es a b k  como k z  a zh; y puesto 

25 que θ ζ  guarda con ζκ una razón menor que la de θ β  a b k  y 
se había demostrado que θ β  es a b k  como k z  a z h , entonces 
θ ζ  guarda con ζκ una razón menor que la de k z  con zh; 
luego el rectángulo θ ζ η  es menor que el cuadrado de lado 
ζκ. Entonces el rectángulo comprendido por θ ζ η  guarda con 

214 el cuadrado de lado ζκ40 una razón menor que la que guarda

37 [Se ha de demostrar que el casquete mayor de la esfera guarda con 
el menor una razón menor que el cuadrado de la que guarda la superficie 
del casquete mayor con la superficie del casquete menor],

38 [Y que la suma de e b z  es a b z  como z h  a ZA],
39 [Esto quedó demostrado antes junto con otras coms]. Por descom

posición (Elem. V  17), ε δ  : δ ζ  = θβ  : zb  =  b e  : δ ζ ; y tomando la propor
ción en alternancia (Elem. V 16) resulta lo propuesto (Heiberg).

40 [Esto es, ΖΘg u a rd a  con zh ].
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el cuadrado de lado kz con el cuadrado de lado zh41; luego 
θζ guarda con zh  una razón menor que el cuadrado de la ra
zón que guarda k z  con ZH42. Esto buscábamos.

Y puesto que b e  es igual a ε δ , entonces el rectángulo 
β ζ δ  es menor que el rectángulo β ε δ . Entonces zb  guarda 
con b e  una razón menor que la de ε δ  con δ ζ  — es decir, la 
de ©B con bz— . Entonces el cuadrado de lado zb  es menor 
que el rectángulo ©b e  —es decir, el rectángulo ©b k — .

Sea igual el cuadrado de lado b n  al rectángulo ©b k . En
tonces ©b  es a b k  como el cuadrado de lado ©N al cuadrado 
de lado NK. Y el cuadrado de lado ©z guarda con el cuadra
do de lado z k  una razón mayor que el cuadrado de lado ©N 
con el cuadrado de lado NK43. Luego ©z guarda con zh  una 
razón mayor que la de kz  a zh  elevada a tres medios44. Y ©z 
es a zh  como el cono α θ γ  al cono α η γ  —es decir, como el 
casquete ΑΒΓ al casquete ΑΔΓ— y por otro lado k z  es a zh  
como bz  a ζ δ  —es decir, como el cuadrado de lado b a  al 
cuadrado de lado ΑΔ; es decir, como la superficie del cas
quete α β γ  a la superficie del casquete ΑΔΓ— .

De manera que el casquete mayor guarda con el menor 
una razón menor que el cuadrado de la que guarda la super
ficie del casquete mayor con la superficie del casquete me
nor, pero mayor que (esa razón elevada a) tres medios.

41 [Y  e l  c u a d ra d o  d e  la d o  KZ g u a r d a  con e l  cu a d ra d o  d e  lado  z h  una  
ra zó n  qu e  e s  e l  c u a d ra d o  d e  la  d e  k z  a  zh].

42 [k z  g u a rd a  con  ZH una ra zó n  m en o r q u e  e l  c u a d ra d o  d e  la  q u e  
g u a rd a  b z  con  z a ],

43 [_Y e l  c u a d ra d o  d e  la d o  ΘΖ g u a r d a  con e l  cu a d ra d o  d e  lado  z k  una  
razón  m a y o r  q u e  la  d e  ΘΒ a  b k  — e s d ecir, la  d e  θβ a be; e s  decir, la d e  k z  
aZH — ].

44 [Esto viene al final].
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216 DE OTRA MANERA

Sea una esfera en la que α β γ δ  es un círculo máximo, ΑΓ 
su diámetro, E su centro y córtese mediante un plano que 
pase por β δ  perpendicular a ΑΓ.

5 Digo que el casquete mayor ΔΑΒ guarda con el menor 
ΒΓΔ una razón menor que el cuadrado de la que guarda la 
superficie del casquete ΑΒΔ con la superficie del casquete 
ΒΓΔ, pero mayor que (esa razón elevada a) tres medios, 

ío Trácense las rectas ab , β γ; la razón de una superficie a
otra superficie es la del círculo cuyo radio es AB con el cír
culo cuyo radio es ΒΓ fl 42-43] —es decir, la razón de A© a 
θ γ—. Póngase cada una de las rectas a z , γ η  igual al radio 
del círculo.

15 Entonces, la razón del casquete ΒΑΔ al (casquete) ΒΓΔ
está compuesta de la razón que guarda el casquete ΒΑΔ con 
el cono cuya base es el círculo de diámetro BA y  su vértice 
el punto A y la de ese mismo cono con el cono que tiene la 
misma base y por vértice el punto Γ y la del cono indicado45 

20 con el casquete β γδ . Pero la razón del casquete ΒΑΔ al cono 
βα δ  es la de η θ  con θ γ , y la del cono al cono es la de A© a 
©r, y la del cono β γ δ  al casquete β γ δ  es la de α θ  a θ ζ . Y la 

25 razón compuesta de la de η θ  a ©Γ y la de A© a θ γ  es la del 
rectángulo ΗΘΑ al cuadrado de lado ©r, mientras que la 
(compuesta de la) del rectángulo η θ , θ α  al cuadrado de lado 

218 θ γ  junto con la de ΑΘ a θ ζ  es la (razón) del sólido de base 
en el rectángulo η θ , ΘΑ y altura ©A con el sólido de base en

45 El segundo de los mencionados, con base en el círculo de diámetro 
β δ  y  vértice en Γ.
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el cuadrado de lado ΘΓ y  altura en θ ζ ; y  el sólido de base 
en el rectángulo η θ α  y  altura θ α  es el sólido de base en el 
cuadrado de lado ©A y  altura θ η . Luego el sólido de base en 
el cuadrado de lado ©A y  altura ©H guarda con el sólido de 
base en el cuadrado de lado ΓΘ y  altura ©z una razón menor 5 

que el cuadrado de la (razón) de ΑΘ a ©Γ46. Luego el sólido 
de base en el cuadrado de lado a © y  altura θ η  guarda con el 
sólido de base en el cuadrado de lado ΘΓ y  altura θ ζ  una ra
zón menor que la del sólido de base en el cuadrado de lado 
A© y  altura ©H con el sólido de base en el cuadrado de la
do Γ© y  altura ©H. 10

Así, (se ha de demostrar) que el· sólido de base en el 
cuadrado de lado Γ© y altura ΖΘ es mayor que el sólido de 
base en el cuadrado de lado γ θ  y altura θ η ; luego (se ha 
de demostrar) que es mayor ©z que ©H47.

Afirmo también que el casquete mayor guarda con el 
menor una razón mayor que la razón de las superficies (ele
vada a) tres medios.

Pero se había demostrado que la razón entre los casque- 15 

tes era la misma que la que guarda el sólido de base en el 
cuadrado de lado A© y altura ΘΗ con el sólido de base en el

46 [Y  e l  cu a d ra d o  d e  la  (ra zó n ) d e  α θ  a  & Γ e s  la  (ra zó n ) d e l  cu a d ra d o  
d e  la d o  ΑΘ a l  c u a d ra d o  d e  la d o  ΘΓ|.

47 Por construcción: a las rectas desiguales α θ , θ γ  se les han sumado 
las rectas iguales z a , γ η  (E u t .)
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cuadrado de lado  ΘΓ y  altura ©z, m ientras que la  razón  d el 
cubo de arista a b  co n  e l cubo de arista ΒΓ es la  razón  de las  
su p erficies (e levad a  a) tres m ed ios.

Afirmo que el sólido de base en el cuadrado de lado ΑΘ 
20 y altura ΘΗ guarda con el sólido de base en el cuadrado de 

lado ΓΘ y altura ©z una razón mayor que48 el cubo de arista 
A© con el cubo de arista ΘΒ —es decir, mayor que la razón 
(compuesta de la) del cuadrado de lado α θ  con el cuadrado 
de lado β θ  y la de la recta A© con θ β . La razón del cuadra- 

220 do de lado α θ  con el cuadrado de lado θ β  multiplicada por 
la razón de α θ  a ©b es la del cuadrado de lado α θ  al 
rectángulo comprendido por ΓΘΒ. Y la razón del cuadrado 
de lado α θ  al rectángulo β θ γ  es la del sólido de base en el 
cuadrado de lado ΑΘ y altura θ η  con el sólido de base en el 
rectángulo β θ γ  y altura ©H.

5 Y d ig o  que e l só lid o  de b a se  en  e l cuadrado de lado  A© y  
altura ©H guarda co n  e l só lid o  de b ase  en  e l cuadrado de la 
do Γ© y  altura ©z una razón m ayor que49 e l só lid o  d e b ase  en  
e l cuadrado de lado  A© y  altura ©H co n  e l só lid o  de b ase  en  
e l rectángulo  B©r y  altura ©H.

Por tanto, se ha de demostrar que el sólido de base en el 
cuadrado de lado ©Γ y altura ©z es menor que el sólido de 

ío base en el rectángulo B©r y altura H©. Lo que es lo mismo 
que demostrar que el cuadrado de lado ΓΘ guarda con el rec
tángulo β θ γ  una razón menor que H© con ©z50.

15 Trácese desde E la recta EK perpendicular a ΕΓ y  desde B 
la recta BA perpendicular a ella51.

48 [El cubo de arista AB con el cubo de arista ΒΓ, es decir],
49 [El c u a d ra d o  d e  la d o  A ß c o n  el rec tá n g u lo  co m p ren d id o  p o r  ΒΘΓ; es  

decir],
50 [Por consiguiente hay que demostrar que ΗΘ guarda con ΘΖ una ra

zón mayor que la de Γ Θ α ΘΒ].
51 Es decir, perpendicular a e k .
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Es preciso que demostremos todavía que η θ  guarda con 
ΘΖ una razón mayor que la de ΓΘ a θ β . Y θ ζ  es igual a la 
suma de ΑΘ, k e ;  luego hay que demostrar que η θ  guarda 
con la suma de θ α ,  k e  una razón mayor que la de ΓΘ a θ β ;  y 20 

una vez restada ΓΘ de ΘΗ, y (restada) EA —igual a β θ —  de 
k e ,  será necesario demostrar que la recta restante —ΓΗ— 
guarda con la restante —la suma de α θ , k a —  una razón 
mayor que ΓΘ con θ β ;  es decir, θ β  con ΘΑ; es decir, AE con 
θ α  y, tomando la proporción en alternancia, que k e  guarda 25 

con EA una razón mayor que la suma de KA, ΘΑ con ΘΑ y, 222 

por descomposición, k a  guarda con AE una razón mayor 
que la de KA a ΘΑ. Porque AE es menor que θ α .

P r o p o s ic ió n  9

De los casquetes esféricos comprendidos por la misma 5 

superficie el mayor es el hemisferio52.

Sea en la esfera un círculo máximo α β γ α , α γ  su  diáme
tro, y otra esfera cuyo círculo máximo sea ε ζ η θ  y su diá
metro e h ;  y córtese una esfera mediante un plano que pase 10 

por el centro; la otra, por uno que no pase por el centro; y 
sean los planos secantes perpendiculares a los diámetros a t ,  
e h ,  y queden cortados53 según las rectas δ β , ζ θ .  El casquete 
correspondiente al arco ζ ε θ  es un hemisferio de la esfera [de 15 

las secciones correspondientes al arco β α δ  en una figura, en 
la que está el signo [&], es mayor que un hemisferio; en la

52 Arquímedes cita este enunciado en la carta que procede a Espirales.
5í Entiéndase: «los círculos máximos».
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otra, menor que un hemisferio]54, y sean iguales las superfi
cies de los casquetes indicados.

B

20 Digo que el hemisferio correspondiente al arco ζ ε θ  es 
mayor que el casquete correspondiente al arco ΒΑΔ.

54 De la comparación del texto de los mss. con el que nos ofrece Euto
cio dedujo Heiberg una corrupción evidente: en algún momento de la 
transmisión, el transcriptor o un copista duplicó el razonamiento y las fi
guras (de ahí que una de ellas lleve la marca [σή de manera innecesaria). 
Arquímedes debió de referirse sólo al caso del casquete mayor que el 
hemisferio, según se deduce del texto de Eutocio. No obstante, restituir 
el original sin alterar notablemente el texto se hace difícil, y relegar las in
terpolaciones a las notas, como veníamos tomando por norma, lo hace in
comprensible, por lo que hacemos excepción aquí y mantenemos las in
terpolaciones y las ilustraciones tal y  como las transmiten los manuscritos.
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Puesto que las superficies de los casquetes indicados son 
iguales, es evidente que la recta b a  es igual a la e z  [I 42-43 
y Elem. XII 2] [ya se ha demostrado que la superficie de ca
da casquete es igual a un círculo cuyo radio es igual a la rec- 25 

ta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunfe- 224 

rencia del círculo que sirve de base al casquete. Y puesto 
que el arco ΒΑΔ es mayor que un semicírculo en una figura,

en la que está el signo [&?], es evidente que b a  al cuadrado 
es menor que el doble del cuadrado de a k  y mayor que el 5 

doble del cuadrado del radio55. Sea b a  al cuadrado el doble 
de AP, y sea ΓΞ igual al radio del círculo a b a ; y la razón que 
guarda ΓΗ con γ κ  sea la que guarda m a  con a k ;  y con base 
en el círculo de diámetro b a  sea un cono con vértice en el 22611 

punto M. Éste es igual al casquete esférico correspondiente 
al arco b a a . Sea también e n  igual a EA y con base en el cír
culo de diámetro θ ζ  sea un cono con vértice en el punto N.

55 La expresión «al cuadrado» (gr. dynámei, literalmente «en poten
cia»), rara en Arquímedes, la emplea Euclides frecuentemente en el libro 
X como sinónimo de «el cuadrado de lado ...». Si se hubiera empleado la 
expresión arquiniedea más usual tendríamos «el cuadrado de lado b a  es 
menor que el doble del cuadrado de lado ak  pero mayor que el doble del 
cuadrado que tuviera por lado el radio». La figura correspondiente es la 
marcada con el signo /cc7.
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5 También éste es igual al hemisferio correspondiente al arco 
© ez. Y el rectángulo comprendido por ΑΡΓ es mayor que el 
comprendido por AKT puesto que tiene el lado menor mayor 
que el menor del otro, mientras que el cuadrado de lado AP 

10 es igual al rectángulo comprendido por AK, ΓΞ; pues es la 
mitad del cuadrado de lado a b ;  luego la suma es mayor que 
la suma56. Luego el rectángulo comprendido por ΜΚΓ es 

is igual al comprendido por s i c a 57. De manera que ΓΑ guarda 
con KT una razón mayor que la de m k  a AP. Y la razón que 
guarda ΑΓ con ΓΚ es la misma que guarda el cuadrado de la
do a b  con el cuadrado de lado b k ; por tanto es evidente que 

20 la mitad del cuadrado de lado a b , que es igual al cuadrado 
de lado AP, guarda con el cuadrado de lado b k  una razón 
mayor que la que guarda MK con el doble de AP, que es igual 
a a n ;  luego también el círculo de diámetro ΖΘ guarda con el 
círculo de diámetro ΒΔ una razón mayor que m k  con n a .  De 

228 manera que el cono que tiene por base el círculo de diáme
tro z© y por vértice el punto N es mayor que el cono que tiene 
por base el círculo de diámetro β δ  y por vértice el punto M.

5 Por tanto es evidente que también el hemisferio corres
pondiente al arco e z © es mayor que el casquete correspon
diente al arco β α δ .

56 Es decir, « la  sum a d el rectán gu lo  com prendido p or α ρ γ  y el cuadra
do de lado a p  es m ayor que la sum a d el rectángulo  com prendido p or a k t  

m ás e l rectángulo com prendido por a k , γη».
Heiberg secluye la frase [Luego el rectángulo comprendido p o r  ΓΑΡ es 

mayor que el comprendido p or ξ κ α ],
57 [De manera que es mayor el comprendido p o r  ΓΑΡ que el compren

dido po r μ κ γ \.



ARQUÍMEDES

MEDIDA DEL CÍRCULO



INTRODUCCIÓN

El tratado sobre la Medida del círculo es, probablemen
te, la obra de mayor repercusión de las de Arquímedes. El 
estado en que nos ha sido transmitida dista mucho de lo que 
debió de ser su forma primitiva: no conserva el dialecto do
rio en que Arquímedes escribió sus obras, ha perdido la 
dedicatoria que suele preceder a los tratados, carece de defi
niciones, lemas, proposiciones introductorias, faltan la pre
cisión y el rigor característicos de la elocución del siracusa- 
no... Da la sensación de que el tratado hubiera pasado por 
las manos de muchos maestros que, repetidamente, hubieran 
ido haciendo antología de su contenido hasta conservar sólo 
las tres proposiciones esenciales: de ahí que haya habido au
tores que llegan incluso a afirmar que el tratado no es obra 
de Arquímedes, expresión que ha de ser entendida cum mi
ca salis, puesto que en realidad nadie pone seriamente en 
duda que la demostración relativa a la medida del círculo y 
el cálculo de π sean obra de Arquímedes.

El contenido de las proposiciones es el siguiente: que el 
área del círculo es igual a la de un triángulo rectángulo que 
tiene por base una recta igual a la circunferencia del círculo 
y por altura el radio (Prop. 1); complementaria de la anterior 
para proceder efectivamente a la medida del círculo, el cál
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culo de la razón entre el diámetro de un círculo y su circun
ferencia, razón comprendida entre 1/7 y 10/71 (Prop. 3); re
curriendo a razonamientos dependientes de esos dos resul
tados, demuestra, por último, que la razón entre el círculo y 
el cuadrado construido sobre su diámetro es la de 11/14 
(Prop. 2), cálculo que viene a complementar un teorema an
tiguo dentro de la geometría griega —atribuido generalmen
te a Hipócrates de Quíos y recogido por Euclides en Ele
mentos XII 2— que afirma que los círculos son entre sí 
como los cuadrados construidos sobre sus diámetros. El 
hecho de que esta última demostración preceda al cálculo de 
la razón entre la circunferencia y su diámetro es una anoma
lía más que añadir al estado del texto en nuestros manus
critos.

Eutocio conoció el tratado en una versión muy próxima 
a la nuestra, también con tres proposiciones alteradas en su 
orden lógico, aunque con un texto algo más completo. En su 
comentario se hace eco de la queja emitida por otros exége- 
tas, que reclamaban que no estaba demostrado, ni por Ar
químedes ni por ningún otro, cómo tomar una recta igual a 
la circunferencia de un círculo. Eutocio excusa la ausencia 
de esa demostración afirmando que nadie cuestiona la exis
tencia de una recta tal, de modo que, a su entender, no se 
puede acusar a Arquímedes de haber escrito nada fuera de 
lo conveniente; pero sus explicaciones, en realidad, lo único 
que prueban es que no llegó a conocer de primera mano el 
tratado Sobre las espirales, a pesar de que tenía noticias so
bre el mismo gracias a la Vida de Arquímedes, de Heracli
des. Este último autor afirmaba que Arquímedes «había 
descubierto una recta igual a la circunferencia dada de un 
círculo gracias a ciertas espirales». Efectivamente, en Espi
rales 20 se demuestra que la longitud de la circunferencia 
de radio igual al radio vector de un punto de la espiral es
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igual a la de la subtangente polar correspondiente a ese pun
to 1.

Un elemento de especial originalidad en el tratado, co
mo ya señaló Mugler2, es la renuncia a la cuadratura precisa 
del círculo, sustituida por la triangulación; el otro es la in
tención geodésica en el sentido griego del término3: Arquí
medes había cumplido con las exigencias del método deduc
tivo característico de la geometría griega al demostrar que la 
superficie del círculo —cuya medida se desconocía— es 
igual a la de determinado triángulo rectángulo —figura cuya 
medida sí era posible conocer y calcular—. Pero eso no re
solvía el problema métrico, que requería apearse de la pure
za de las formas geométricas y los números enteros objeto 
de la teoría de números (la arithmëtike) para mancharse en 
el fango de los números fraccionarios y de las raíces cua
dradas de irracionales que la logística y la geodesia reque
rían. El de la Medida del círculo es el único tratado geo
métrico en que su autor se enfrenta a cálculos, y no está 
de más recordar, aun siendo tópico, que en los Elementos de 
Euclides no hay más números que los que sirven para orde
nar las proposiciones.

Estos elementos de originalidad coexisten con el arraigo 
en la tradición geométrica en la que sin duda hay que incluir 
el planteamiento del tratado: el problema de la cuadratura

1 Cf. H e a t h , A history o f  Greek Mathematics 1 230-231.
2 Ed. cit., vol. I, pág. XV.
3 Recordemos que en la matemática griega había que distinguir entre 

una matemática «más honorable y  primera» — formada por la aritmética y 
la geometría—  y  otra «que se ocupa de lo sensible» (H e r ó n , Definitiones, 
pág. 165) — dentro de la cual están la logística, la geodesia, la canónica, la 
óptica, la mecánica y  la astronomía— . La geodesia se plantea como fin el 
de dar solución a las cuestiones efectivas de medida de superficies.
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del círculo había sido objeto de estudio desde antiguo4, unas 
veces con más rigor que otras. Dos de las soluciones tenidas 
por menos rigurosas pudieron ser, sin embargo, las que pu
sieron en el camino adecuado a Arquímedes. Nos referimos 
a las de Antifonte y Brisón. El primero — sofista de profe
sión, que no matemático— había sugerido que inscribiendo 
sucesivamente en el círculo polígonos de número de lados 
cada vez más elevado se llegaría a un punto en que el polí
gono inscrito llegaría a ser igual al círculo5, lo que abría 
camino a la idea de la aproximación al círculo mediante la 
duplicación del número de lados de polígonos inscritos; Bri
són, por su parte, sugirió que si en un círculo se inscribe un 
cuadrado y se circunscribe otro y, a continuación, se toma 
un cuadrado intermedio entre ambos, entonces, el cuadrado 
mencionado en último lugar es mayor que el inscrito y me
nor que el circunscrito y lo mismo le ocurre al círculo; por 
tanto, ese cuadrado intermedio —decía— es igual al círculo. 
Así expresado resulta un tanto burdo, pero también es cierto 
que otras fuentes dicen que Brisón no se servía de cuadra
dos inscritos y circunscritos, sino de polígonos de mayor 
número de lados, y eso representaría una aproximación más 
razonable al círculo y cierto perfeccionamiento de la pro
puesta de Antifonte6. Lo que Arquímedes añade a estas in

4 La primera aproximación a la cuadratura, la de las lúnulas de Hipó
crates de Quíos, podemos datarla aproximadamente a mediados del siglo v  
a. C., y  la medida de la difusión del problema nos la da un pasaje de A ris
tó fa n es  (Aves 1005) en el que se bromea sobre esa cuestión como si fue
se, al menos de nombre, conocida para todos los atenienses.

5 Razonamiento que ya rechaza A ristó teles, en Física, 185al5-18.
6 Hay que reconocerle a Brisón que efectivamente uno de esos cuadra

dos intermedios tenía que ser igual al círculo, y hemos de reconocer que 
su razonamiento es el primero que actúa siguiendo un razonamiento topo- 
lógico de continuidad.
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tuiciones matemáticamente insuficientes es, por un lado, el 
ya mencionado recurso a la triangulación —homólogo del 
medio empleado en la medida de los polígonos regulares— 
y, por otro, el método de compresión y la demostración por 
reducción al absurdo, métodos —ahora sí— aceptables des
de el punto de vista matemático.

Pero lo que más llama la atención de los matemáticos de 
nuestro tiempo son las aproximaciones de V3 que Arquíme
des emplea sin explicación alguna a lo largo del desarrollo 
de la Prop. 3 : respectivamente 2 6 5 /1 5 3  (<  V 3, en 2 3 6 , 1 5 - 

1 6 ) y 1 3 5 1 /7 8 0  (> V 3, en 2 4 0 ,  1 3 -1 4 ) . Para situar la cues
tión en el lugar que le corresponde, recordemos primero que 
Aristarco, apenas una generación anterior a Arquímedes, 
utiliza la poco afinada V [ ( 5 0 - l )  / 5] como aproximación de 
V2 , lo que hace aún más sorprendente la precisión de la 
aproximación ofrecida en este tratado; y también que hasta 
los Metrica de Herón (s. 1 a. o d. C.; los estudiosos no con
siguen encontrar datos para afinar más la cronología) o el 
Comentario de Teón (s. iv d. C.) al Almagesto de Ptolomeo 
no encontramos en la literatura matemática griega descrip
ción de los algoritmos empleados para el cálculo de raíces 
cuadradas. La investigación sobre este punto ha producido 
gran abundancia de trabajos7 cuyos resultados no tienen 
otro carácter sino el hipotético: lo único que parece claro es 
que los cálculos de los matemáticos griegos en este terreno 
dependían probablemente —como los nuestros propios— de

7 La amplia literatura revisada por H eath  (Archimedes, págs. LXXXTV- 
XCIX) quedó en parte desautorizada con la aparición en 1896 del manus
crito de los Metrica de Herón, fuente a la que sí pudo ya remitir en A His
tory... II 51. D ijk st e r h u is  (Archimedes, 229) se hace eco de algunos 
otros trabajos, así como M u g l e r  (Archimède, vol. I, pág. 137).
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la fórmula (a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2 (demostrada geométrica
mente en Elementos) .

En la Prop. 3 Arquímedes no ofrece ninguna explica
ción de los cálculos que lleva a cabo, sino que se limita a 
reseñar los resultados: el detalle de estas operaciones nos ha 
sido transmitido por el Comentario de Eutocio.

Armauirumque
Clío pompeyana



Pr o p o sic ió n  1

Todo círculo es igual a un triángulo rectángulo cuyo 
radio es igual a uno de los lados que forman el ángulo rec
to y  el perímetro es igual a la base

Téngase el círculo ΑΒΓΔ o p m 
en relación con el triángulo 
E2 como se ha supuesto.

Digo que es igual. n
Si es posible, sea mayor 

el círculo, e inscríbase el cua- z 
drado ΝΞ y córtense los arcos 
por la mitad y sean los seg
mentos menores que el exce
so3 en que el círculo excede 
al triángulo.

1 Es decir, el otro cateto. En cuanto a la inexistencia de demostración 
sobre la medida de la circunferencia, v. la Introducción al tratado, págs. 
238 y  ss.

2 La cita que Eutocio nos da para este punto (Com., pág.143 M u g l e r ) 
«Tenga uno de los lados que forman el ángulo recto igual al radio y  el 
otro igual a la circunferencia» no coincide con el texto que figura en 
nuestros manuscritos.

3 Hemos de entender que el sentido de la frase es «inscríbanse figuras 
rectilíneas duplicando sucesivamente el número de lados de las mismas
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Entonces la figura rectilínea ya es mayor que el triángu- 
234 lo. Tómese el centro N y 4 la perpendicular ΝΞ. Entonces ΝΞ 

es menor que el lado del triángulo5. Y el perímetro de la fi
gura rectilínea también es menor que el otro6, puesto que 
también es menor que el perímetro del círculo [Esf. cil. 110, 
1-6]. Luego la figura rectilínea es menor que el triángulo 
E. Lo cual es absurdo.

5 Sea el círculo, si es posible, menor que el triángulo E.

Y circunscríbase el cuadrado y córtense por la mitad los 
arcos y trácense tangentes por los puntos7. Entonces, el án
gulo correspondiente a o a p  es recto [Elem. III 18], Por tan- 

io to, o p  es mayor que m p , pues p m  es igual a p a . Por tanto, el 
triángulo pon es mayor que la mitad de la figura o z a m . 

Queden (segmentos) semejantes al segmento ΠΖΑ, menores 
que el exceso en que excede E al círculo ΑΒΓΔ [Elem. XI ] ,  
Entonces, la figura rectilínea circunscrita ya es menor que E. 

15 Lo cual es absurdo, puesto que es mayor, porque NA es igual 
al cateto del triángulo y el perímetro8 es mayor que la base 
del triángulo9.

Luego el círculo es igual al triángulo E.

hasta que los segmentos sean menores que el exceso...» etc. El original de 
Arquímedes era probablemente más preciso que el texto en su estado ac
tual.

4 Hay que sobreentender «trácese».
5 Es decir, menor que el cateto igual al radio.
6 Es decir, «que el otro cateto», el que era igual al perímetro del círcu

lo.
7 Entiéndase «por los puntos de tangencia».
8 El perímetro «del polígono circunscrito», se entiende.
9 Por hipótesis era igual a la circunferencia, y  ésta es menor que el pe

rímetro del polígono circunscrito [Esf. cil. II] .
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P r o p o s ic ió n  2

El círculo guarda con el cuadrado levantado sobre su 
diámetro la razón de 11 a 14. 20

Sea un círculo cuyo diámetro sea a b , y circunscríbase el 
cuadrado ΓΗ, y sea ΔΕ el doble de ΓΔ y e z  un séptimo de

Puesto que ΑΓΕ guarda con α γ δ  la razón de 21 a 7 y α γ δ  

guarda con a e z  la razón de 7 a 1, ΑΓΖ es a α γ δ  como 22 a 7  25 

[Elem. VI 1], Pero el cuadrado ΓΗ es el cuádruple de α γ δ  236 

[Elem. I 34], y el triángulo ΑΓΔΖ es igual al círculo a b  u .

Por tanto, el círculo guarda con el cuadrado ΓΗ la razón 5 

de 11 a 14.

10 Para alcanzar esta construcción ha de darse por demostrada la tesis 
de la proposición 3.

11 [P u esto  qu e e l  c a te to  A r e s  ig u a l a l  ra d io  y  la b a se  e s  e l tr ip le  d e l  
d iá m e tro  y  s e  d e m o stra rá  q u e  lo  ex ced e  m uy a p ro x im a d a m e n te  en un s é p 
tim o  (Prop. 3, Prop. 1)].



246 A R Q U ÍM ED ES

P r o p o s i c i ó n  3

El perímetro de todo círculo es el triple del diámetro y  
10 además excede de él en menos de un séptimo del diámetro, 

pero en más de diez setentayunavos.

Sea un círculo y  ΑΓ su diámetro y  E su centro y  ΓΛΖ una 
tangente y  el ángulo correspondiente a ζ ε γ  un tercio de un 
recto.

15 Entonces ez  guarda con ΖΓ la razón de 306 a 153, y ΕΓ 
guarda con r z  la razón de 265 a 15312.

Divídase en dos partes iguales el ángulo ΖΕΓ mediante la 
recta e h ; entonces, ze  es a ΕΓ como zh  a ΗΓ13. Luego la su
ma de ze , ε γ  es a z r  como ΕΓ a ΓΗ. De manera que ΓΕ guar- 

20 da con ΓΗ una razón mayor que la de 571 a 153. Luego el 
238 cuadrado de lado eh  guarda con el cuadrado de lado ΗΓ la

12 Sobre los cálculos conducentes a esta afirmación, cf. la Introducción 
a este tratado, págs. 241-242.

13 [Y tomando la proposición en alternancia y  p or composición]. Esta 
adición está tomada del Comentario de Eutocio, si bien el copista que la 
incluyó no lo hizo en el lugar adecuado.
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razón de 349.450 a 23.409. Luego en longitud guardan la 
razón de 591 1/8 a 153.

Córtese de nuevo por la mitad el ángulo η ε γ  mediante 
ΕΘ; entonces, por el mismo razonamiento, ε γ  guarda con ΓΘ 

una razón mayor que la de 1.162 1/8 a 153; entonces ΘΕ 

guarda con θ γ  una razón mayor que la de 1.172 1/8 a 153.
Córtese de nuevo por la mitad el ángulo ΘΕΓ mediante 

e k ; entonces ε γ  guarda con ΓΚ una razón mayor que la de 
2.334 1/4 a 153; entonces e k  guarda con γ κ  una razón ma
yor que la de 2.339 1/4 a 153.

De nuevo córtese por la mitad el ángulo κ ε γ  mediante 
a e ; entonces ΕΓ guarda con Λ Γ14 una razón mayor que la de 
4.673 1/2 a 153.

Puesto que el ángulo correspondiente a ζ ε γ , que era un 
tercio de un recto, ha sido cortado cuatro veces por la mitad, 
el ángulo correspondiente a ΛΕΓ es 1/48 de un recto. Pónga
se el ángulo ΓΕΜ igual a éste15, con vértice en E; entonces el 
ángulo correspondiente a ΛΕΜ es 1/24 de un recto. Y, por 
consiguiente, la recta a m  es el lado de un polígono de 96 la
dos circunscrito al círculo.

Entonces, puesto que se había demostrado que ΕΓ guar
da con ΓΛ una razón mayor que la de 4.673 1/2 a 153, mien
tras que ΑΓ era el doble de ε γ  y ΛΜ era el doble de ΓΛ, en
tonces también α γ  guarda con el perímetro del polígono de 
96 ángulos una razón mayor que la de 4.673 1/2 a 14.688. Y 
es el triple con un exceso de 667 1/2, lo cual es menor que 
un séptimo de 4.673 1/2.

De modo que el polígono circunscrito al círculo es el 
triple del diámetro más algo menos de una séptima parte. 
Luego con más razón el perímetro del círculo es menor que 
el triple más una séptima parte.

14 [En longitud].
15 Es decir, igual al ángulo ΑΕΓ.

10

15 240

5
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Sea un círculo y  ΑΓ su diámetro y  sea el ángulo ΒΑΓ un 
tercio de un recto.

Entonces AB guarda con ΒΓ una razón menor que la de 
1.351 a 78016.

is Córtese por la mitad el ángulo ΒΑΓ mediante a h . Puesto 
que el ángulo b a h  es igual al ΗΓΒ [Elem. III 26] pero tam
bién al ΗΑΓ, entonces el ΗΓΒ también es igual al ΗΑΓ. Y el 
ángulo recto ΑΗΓ es común [Elem. III 31]. Entonces tam
bién el tercer ángulo η ζ γ  es igual al tercer ángulo α γ η  

20 [Elem. I 32], Luego el triángulo ΑΗΓ es equiángulo respecto 
al triángulo γ η ζ . Luego a h  es a ΗΓ como ΓΗ a HZ y  como ΑΓ 
a rz  [Elem. V I4], Pero ΑΓ es a rz  como la suma de γ α β  es a 

25 ΒΓ; y  la suma de ΒΑΓ es a ΒΓ como a h  es a ΗΓ. Por eso en- 
242 tonces AH guarda con ΗΓ una razón menor que la de 2.911 a 

780 y  ΑΓ con ΓΗ una razón menor que la de 3.013 1/2 1/4 
a 780.

Córtese por la mitad ΓΑΗ mediante ΑΘ; por el mismo ra
zonamiento, entonces, ΑΘ guarda con ΘΓ una razón menor 
que la de 5.924 1/2 1/4 a 780, o menor que la de 1.823 a 
240 —pues cada uno es los 4/13 de cada uno17— . De mane-

16 [Α Γ guarda con ΓΒ la razón de 1.560 a 780]. Sobre los cálculos con
ducentes a esta afirmación, cf. la Introducción a este tratado, págs. 241-242.

17 La literalidad del texto ofrece algún problema: para Heiberg el fe
menino empleado hekatém  se refiere, de modo impropio, a eutheía, «rec-
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ra que ΑΓ guarda con ΓΘ (una razón menor) que la de 1.838 
9/11 a 240.

Córtese de nuevo por la mitad el ángulo ΘΑΓ mediante 
KA; y  AK guarda con ΚΓ una razón menor que la de 1.007 a 
66, puesto que cada uno es los 11/40 de cada uno. Entonces 
ΑΓ guarda con ΚΓ (una razón menor) que la de 1.009 1/6 a 
66 .

Córtese de nuevo por la mitad el ángulo ΚΑΓ mediante 
AA. Entonces AA guarda con ΛΓ una razón menor que la de 
2.016 1/6 a 66, mientras que ΑΓ guarda con ΓΛ una razón 
menor que la de 2.017 1/4 a 66. Entonces, tomando la pro
porción invertida, el perímetro del polígono guarda con el 
diámetro una razón mayor que la de 6.336 a 2.017 1/4, lo 
cual es más que el triple y 10/71 de 2.017 1/4.

Luego el perímetro del polígono de 96 lados inscrito en 
el círculo es más del triple del diámetro y 10/71.

Luego el perímetro del círculo es triple del diámetro y 
algo menos de una séptima parte, pero más de 10/71.

ta» y considera más conveniente, como han sugerido algunos otros intér
pretes, sustituir el femenino por un masculino y  entender que se refiere a 
hóros, «término». A mi entender, dado que las figuras que está conside
rando son triángulos, podría referirse a las rectas como lados de triángulos 
(fem. pleurá), y eso permitiría mantener la lectura hekatém, en femenino, 
transmitida por los manuscritos. Los «cada uno» que aparecen más adelan
te (242, 7-8) deben ser entendidos del mismo modo que los señalados al 
principio de esta nota.

En cualquier caso, se refiere aquí a la simplificación 5924 Ά  1/4 : 780 
: : (1823 x 4)/13 : (240 x  4)/13.



SOBRE LOS CONOIDES Y ESFEROIDES

ARQUÍMEDES



INTRODUCCIÓN

El tratado conserva el dialecto dorio propio de los escri
tos originales de Arquímedes, y en él podemos distinguir 
tres partes: en primer lugar, la carta que precede al tratado, 
dirigida a Dosíteo, que tras la salutación y el mensaje de en
vío incluye las definiciones necesarias, un lema y la presen
tación de los resultados más relevantes de la investigación, a 
saber: la determinación de la relación entre los segmentos 
cortados de paraboloides, hiperboloides o elipsoides y los 
conos que tienen la misma base y el mismo eje que los seg
mentos.

Vienen a continuación las treinta y dos proposiciones 
conservadas, de las cuales las 1-20, tienen carácter prope- 
deútico y contienen el estudio de las propiedades de las tan
gentes a las cónicas (3), de los planos tangentes a los sólidos 
de revolución (15-17), y de las secciones de conoides y es
feroides (11-14 y 18-19) así como un estudio de la relación 
entre la elipse y el círculo (4-6); figura también la resolu
ción de los problemas de construcción de conos y cilindros 
que contengan en su superficie una elipse dada (7-9), cons
trucciones necesarias para la posterior aplicación del método 
de compresión; las proposiciones 1 y 2 demuestran ciertas 
propiedades de las sumas de proporciones y progresiones.
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La proposición 20, la más típicamente arquimedea de esta pri
mera parte, nos presenta la adaptación del método de compre
sión a las figuras objeto de estudio: cómo inscribir y circunscri
bir en un segmento de conoide o esferoide —cortado mediante 
un plano no perpendicular a su eje— figuras sólidas compues
tas de troncos de cilindro de manera que la figura circunscrita 
exceda a la inscrita en una magnitud menor que cualquier mag
nitud sólida propuesta. Añadiendo estos resultados a los descu
brimientos de los geómetras anteriores y siguiendo sus métodos 
característicos de compresión y reducción al absurdo, Arquí
medes consigue los resultados principales del tratado, que figu
ran en las proposiciones 21-32:

—El segmento cortado de un paraboloide de revolución 
mediante un plano perpendicular al eje es una vez y media 
el cono que tiene la misma base y el mismo eje.

—Cortados de cualquier manera dos segmentos de un 
paraboloide de revolución, guardan entre sí una razón que 
es la del cuadrado de sus ejes.

—El segmento cortado del hiperboloide mediante un pla
no perpendicular al eje guarda con el cono que tiene la 
misma base y el mismo eje la razón que guardan entre sí 
la recta suma del eje del segmento más el triple de la que se 
añade al eje con la recta suma del eje del segmento más el 
doble de la añadida al eje.

—Los planos tangentes a los elipsoides lo son en un so
lo punto y la recta que une los puntos de tangencia pasa por 
el centro.

— Si se corta un elipsoide mediante un plano perpendi
cular al eje que pase por el centro, cada uno de los segmen
tos resultantes es el doble del cono que tiene la misma base 
que el segmento y el mismo eje.

— Si el elipsoide es cortado mediante un plano perpen
dicular al eje pero que no pase por el centro, el segmento
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mayor guardará con el cono que tenga la misma base que el 
segmento y el mismo eje la misma razón que la recta suma 
del semieje del elipsoide más el eje del segmento menor con 
el segmento menor, y el segmento menor guardará con el 
cono que tenga la misma base y el mismo eje que él la razón 
que guarden entre sí la recta suma del semieje del elipsoide 
más el eje del segmento mayor con el eje del segmento 
mayor.

—Y si un elipsoide es cortado mediante un plano que 
pasa por el centro-pero no es perpendicular al eje, cada uno 
de los segmentos resultantes será el doble del cono de base 
elíptica cuya base y eje sean iguales a los del segmento.

—De modo análogo al caso visto más atrás, si un elip
soide es cortado mediante un plano que no pasa por el cen
tro ni es perpendicular al eje, el segmento mayor guardará 
con el cilindro de base elíptica que tenga la misma base y la 
misma altura que él la misma razón que la recta equivalente 
a la suma de la mitad de la recta que une los vértices de los 
segmentos más el segmento menor con el eje del segmento 
menor y el segmento menor guardará con el cono de base 
elíptica que tenga la misma base y el mismo eje que él la 
misma razón que la mitad de la recta que une los vértices de 
los segmentos más el eje del segmento mayor con el eje del 
segmento mayor.

Todas estas cuestiones pertenecen al tipo clásico de pro
blemas de aplicación de volúmenes, y Arquímedes precisa 
en la carta que precede al Método (II 428, 8-12) que todas 
las figuras estudiadas resultan ser iguales en volumen a 
otras de cilindros y conos, es decir, a volúmenes limitados 
por superficies curvas, pero que no ha conseguido hallar la 
equivalencia de estos conoides y esferoides con figuras tri
dimensionales rectilíneas. Y es que Arquímedes había des
cubierto previamente mediante el método mecánico los re
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sultados principales alcanzados en el tratado: el volumen del 
elipsoide de revolución se estudia en Mét. 3, el del segmen
to de paraboloide en Mét. 4, el del hiperboloide en Mét. 11, 
y el del segmento de elipsoide cortado mediante un plano 
perpendicular al eje en Mét. 8.

Nótese también que, en la carta que precede al tratado, 
Arquímedes menciona otros teoremas cuya resolución deri
va de los resultados de este tratado: los elipsoides semejan
tes y los segmentos semejantes de paraboloides, hiperboloi
des y elipsoides guardan entre sí una razón que es el cubo 
de la de sus ejes; en los elipsoides, los cuadrados construi
dos sobre los ejes menores son inversamente proporcionales 
a los ejes mayores y, a la inversa, si los cuadrados construi
dos sobre los ejes menores son inversamente proporcionales 
a los ejes mayores, los elipsoides son iguales. También la 
inversa de las cuestiones resueltas en los teoremas principa
les podría resolverse, a saber, el problema de conseguir, da
do un cilindro, un cono o una esfera cortar un segmento de 
una figura conoide o elipsoide dada igual al cilindro, el co
no o la esfera dados.



Arquímedes a Dosíteo, que le vaya bien.
Te escribo y te mando en este libro las demostraciones 

de los demás teoremas que no tenías en lo que te mandé an
tes y de otros que hallé después por añadidura, en cuya reso
lución había fallado tras haber intentado muchas veces estu
diarlos porque me parecía que tenían algún punto difícil. 
Por eso ni siquiera publiqué los planteamientos con los 
otros. Pero después, dedicándome a ellos con más afán, des
cubrí lo que me fallaba. Las proposiciones pendientes de los 
primeros teoremas versaban sobre el paraboloide, mientras 
que los que he descubierto ahora, sobre el hiperboloide y los 
elipsoides, a los que llamo «alargados» y «aplastados».

En cuanto al paraboloide se había propuesto lo siguien
te: si al hacer girar una parábola permaneciendo fijo su 
diámetro \  vuelve de nuevo al lugar desde el que empezó a 
moverse, llámese paraboloide la figura comprendida por la 
parábola, y llámese eje2 al diámetro que ha permanecido fi
jo, y llámese vértice al punto en el que el eje toca a la super
ficie del paraboloide. Y si un plano toca a un paraboloide y 
otro plano, trazado paralelo al plano tangente, corta un seg
mento del paraboloide, llámese base del segmento cortado a 
(la parte del) plano comprendida por el segmento de parabo
loide en el plano secante, y vértice al punto en que el otro

1 Cf. Introducción, pág. 47.
2 Eje «del paraboloide», se entiende.
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plano es tangente al paraboloide, y eje a (la parte de) la rec
io ta trazada por el vértice del segmento paralela al eje del pa

raboloide comprendida en el interior del segmento.
Se propuso estudiar lo siguiente: por qué, si se cortan 

mediante un plano perpendicular al eje segmentos del para
boloide, el segmento cortado será una vez y media el cono 

is que tiene la misma base que el segmento y el mismo eje. Y 
por qué, si se cortan de un paraboloide dos segmentos me
diante planos trazados de cualquier manera, los segmentos 
cortados guardarán entre sí una razón que es el cuadrado de 
la de sus ejes3.

20 En cuanto al hiperboloide, supongamos lo siguiente: si 
una hipérbola y su diámetro y las asíntotas de la hipérbola 
están en un plano, y permaneciendo fijo el diámetro se hace 
girar el plano en que están las líneas mencionadas, y vuelve 
de nuevo al lugar desde el que empezó a moverse, es evi- 

25 dente que las asíntotas de la hipérbola comprenderán un co
no isósceles cuyo vértice será el punto en que las asíntotas 
se cortan, y el eje será el diámetro que permaneció fijo. A la 

250 figura comprendida por el giro de la hipérbola llámesela 
hiperboloide y al diámetro que ha permanecido fijo, su eje, 
y vértice al punto en que el eje toca la superficie del hiperbo- 

5 loide. Al cono comprendido por las asíntotas de la hipérbola 
llámesele el que comprende al hiperboloide, y a la recta que 
queda entre el vértice del hiperboloide y el vértice del cono 
que comprende al hiperboloide llámesela la añadida al eje. 

ío Y si un plano toca al hiperboloide y otro plano, paralelo al 
tangente, corta un segmento del hiperboloide, llámese base 
del segmento cortado a la (parte del plano) comprendida por 
la sección del hiperboloide en el plano secante, y vértice al

3 Las demostraciones figuran, respectivamente, en las proposiciones 
21 y  24.
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punto en el que el plano tangente toca al hiperboloide, y 15 

llámese eje a (la parte de) recta que queda en el interior del 
segmento trazada por el vértice del segmento y por el vérti
ce del cono que comprende al hiperboloide, y a la parte que 
queda entre los vértices mencionados llámesela la añadida 
al eje. 20

Los paraboloides son todos semejantes4, pero de los 
hiperboloides llámese semejantes a aquéllos en los que 
los conos que comprenden a los hiperboloides sean seme
jantes5.

Se propone estudiar lo siguiente: por qué, si mediante un 25 

plano perpendicular al eje se cortan segmentos de un hiper
boloide, el segmento cortado guarda con el cono que tiene 
la misma base que el segmento y el mismo eje la misma ra
zón que la recta suma de una recta igual al eje del segmento 
más el triple de la añadida al eje con una recta igual a la 252 

suma del eje del segmento más el doble de la añadida al 
eje6; y por qué, si se corta un segmento de un hiperboloide 
mediante un plano no perpendicular al eje, el segmento cor- 5 

tado guarda con la figura que tiene la misma base que el 
segmento y el mismo eje —y que es un tronco de cono—  la 
misma razón que una recta igual a la suma del eje del seg
mento más el triple de la añadida al eje con una recta igual a 10

4 La demostración aparece en A p o l o n io , Cónicas VI 11 (conservado 
sólo en versión árabe). E u t o c io  (Comentario a Equilibrio de los Planos,
II 2) afirma que la demostración la había llevado a cabo Apolonio, pero el 
modo de expresión de Arquímedes parece indicar que esa demostración ya 
existía en alguna obra más antigua o que el propio Arquímedes lo había 
demostrado en algún otro escrito que no conocemos, por lo que la indica
ción de Eutocio ha de interpretarse en el sentido de que en su tiempo sólo 
era accesible en la obra de Apolonio.

5 Eu c l id e s , Elem. XI, def. 24: «Son semejantes los conos y los cilin
dros en los que los ejes y  los diámetros de lás bases están en proporción».

6 Se demuestra en la proposición 25.
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la suma del eje del segmento más el doble de la añadida al 
eje7.

Sobre las figuras elipsoides supongamos lo siguiente: si 
15 al hacer girar una elipse, permaneciendo fijo su diámetro 

mayor, vuelve de nuevo al lugar desde el que empezó a mo
verse, llámese elipsoide alargado a la figura comprendida 
por la elipse; y si tras hacerla girar permaneciendo fijo su 

20 diámetro menor vuelve de nuevo al lugar desde el que em
pezó a moverse, llámese elipsoide aplastado a la figura 
comprendida por la elipse. En cada uno de estos elipsoides 
llámese eje al diámetro que ha permanecido fijo; vértice, al 

25 punto en que el eje toca a la superficie del elipsoide; y llá
mese centro al punto medio del eje, y diámetro a la recta 
que pasa por el centro trazada perpendicular al eje. Si planos 
paralelos tocan sin cortar a cualquiera de las dos figuras 

254 elipsoides y se traza paralelo a los planos tangentes otro 
plano que corte al elipsoide, llámese base de los segmentos 
resultantes a la (parte del plano) comprendida por la sección 
del elipsoide en el plano secante; vértices, a los puntos en 

5 que los planos paralelos tocan al elipsoide; ejes a (las partes 
de) las rectas que unen los vértices8 comprendidas en el in
terior de los segmentos.

Demostraremos que los planos tangentes al elipsoide to
lo can en un solo punto su superficie y que la recta que une los 

puntos de contacto pasa por el centro del elipsoide9.
De las figuras elipsoides llámese semejantes a aquéllas 

en las que sus ejes guardan la misma razón con sus diáme
tros. Los segmentos de las figuras elipsoides y conoides 

15 llámense semejantes si son quitados10 de figuras semejantes

7 Id., prop. 26.
8 Es decir, «los del elipsoide».
9 La demostración figura en la proposición 16.
10 Es decir, «cortados».
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y tienen las bases semejantes y sus ejes o bien son per
pendiculares a los planos de las bases o, formando ángulos 
iguales con los diámetros homólogos de las bases, guardan 
entre sí la misma razón que los diámetros homólogos de las 20 

bases.
Sobre los elipsoides se propone estudiar lo siguiente: 

por qué, si alguna de las figuras elipsoides es cortada por un 
plano que pase por el centro perpendicular al eje, cada uno 
de los segmentos resultantes será el doble del cono que tiene 25 

la misma base que el segmento y el mismo e je11, mientras 
que si fuera cortado por un plano perpendicular al eje pe
ro que no pase por el centro, de los segmentos resultantes el 
mayor guardará con el cono que tiene la misma base que 
el segmento y el mismo eje la misma razón que la recta igual 256 
a la suma de la mitad de la recta que es el eje del elipsoide 
más el eje del segmento menor con el eje del segmento me
nor; mientras que el segmento menor guarda con el cono 5 

que tiene la misma base que el segmento menor y el mismo 
eje la misma razón que la recta igual a la suma de la mitad 
de la recta que es el eje del elipsoide más el eje del segmen
to mayor con el eje del segmento mayor12. Y por qué si uno 10 

de los elipsoides es cortado por un plano que pase por el 
centro, pero no perpendicular al eje, cada uno de los seg
mentos resultantes será el doble de la figura que tiene la 
misma base que el segmento y el mismo eje — la figura es 15 

un tronco de cono— 13. Y si un elipsoide es cortado por un 
plano que ni pasa por el centro ni es perpendicular al eje, de 
las figuras resultantes la mayor guardará con la figura que 
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje la mis
ma razón que la recta igual a la suma de la recta que es la 20

11 Id., prop. 27.
12 Se demuestra en las proposiciones 31 y 29 respectivamente.
13 Id., prop. 28.
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mitad de la que une los vértices de los segmentos más el eje 
del segmento menor con el eje del segmento menor, mien
tras que el segmento menor guardará con la figura que tiene 

25 la misma base que el segmento y el mismo eje la misma ra
zón que guarda la recta igual a la suma de la recta que es la 
mitad de la que une los vértices de los segmentos más el eje 
del segmento mayor con el eje del segmento mayor —tam
bién en este caso la figura es un tronco de cono— 14.

258 Una vez demostrados los teoremas indicados, por medio 
de ellos se resuelven muchos teoremas y problemas como, 
por ejemplo, éste: que los elipsoides semejantes y los seg- 

5 mentos semejantes de las figuras elipsoides y conoides guar
dan entre sí una razón que es la de los cubos de sus ejes, y 
que en las figuras elipsoides iguales los cuadrados construi- 

io dos sobre sus diámetros son inversamente proporcionales a 
los ejes, y que si los cuadrados de los diámetros de las figu
ras elipsoides son inversamente proporcionales a sus ejes, 
los elipsoides son iguales15. Y un problema como éste, por 
ejemplo: de una figura conoide o elipsoide dada, cortar un 
segmento mediante un plano trazado paralelo a un plano 
dado de manera que el segmento cortado sea igual a un co

is no o a un cilindro dados o a una esfera dada.
Habiendo redactado primero los teoremas y las preci

siones necesarias para sus demostraciones, te escribiré des
pués las proposiciones. Que te vaya bien.

14 Las demostraciones aparecen en las proposiciones 32 y  30 respecti
vamente.

15 Estas demostraciones no figuran ni en este tratado ni en el resto de 
las obras de Arquímedes que se nos han conservado.
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( D e f i n i c i o n e s )  16

Si un cono es cortado por un plano que llega a todas las 20 

generatrices, la sección será un círculo o una elipse. Si la 
sección es un círculo, es evidente que el segmento tomado 25 

de él hacia el mismo lado que el vértice del cono será un 
cono. Pero si la sección resulta una elipse, llámese tronco de 
cono a la figura tomada del cono hacia el mismo lado del 
vértice del cono, y llámese base del segmento a (la parte 
del) plano comprendido por la elipse; vértice al punto que 
sirve también de vértice al cono; eje a la recta trazada desde 260 

el vértice del cono hasta el centro de la elipse.
Y si un cilindro es cortado por dos planos paralelos con

currentes con todas las generatrices17, las secciones serán o 5 

bien círculos, o bien elipses iguales y semejantes18. Y si las 
secciones resultantes son círculos, es evidente que la figura 
tomada del cilindro entre los planos paralelos será un cilin
dro. Pero si las secciones resultantes son elipses, llámese 10 

tronco de cilindro a la figura tomada del cilindro entre los 
planos paralelos, y llámese base del tronco a (las partes de) 
los planos comprendidas por las elipses, y eje a la recta que 
une los centros de las elipses. Éstos estarán en la misma rec- 15 

ta que el eje del cilindro.

16 Este subtítulo no figura en los mss. griegos, sino que es añadido 
por H eibe r g  en su traducción latina y  recogido por otros editores y  
traductores.

17 Es decir, «que corten a todas las generatrices».
18 Es decir, elipses congruentes.
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(L e m a ) 19

S i hubiera un  núm ero cualquiera de m agn itu des que e x 
ced en  unas a otras en  la  m ism a  m agn itud  y  e l e x c e so  es  
igu a l a la  m ás pequeña, y  otras m agn itu des ig u a les  en  nú-

20 m ero a éstas y  cada una es  en  m agnitud  igual a la  m ayor, la  
sum a de todas las m agn itu d es de las que cada una es  igu a l a 
la  m ayor será m enor que e l d ob le  de la  sum a de todas las  
que se  ex ced ía n  en  la  m ism a  cantidad y  m ayor que e l d ob le  
de e lla s  ex cep to  la  m a y o r20. L a  dem ostración  de esto  e s  e v i
d en te21.

25 P r o p o s i c i ó n  1

Si unas magnitudes, en número cualquiera, guardan 
de dos en dos, las dispuestas de modo semejante, la mis
ma razón que otras magnitudes iguales en número, y  se 

262 afirma que las primeras magnitudes guardan respecto a 
otras magnitudes indicadas, sea todas, sea algunas de 
ellas, una razón cualquiera, y  que las segundas están en 
esa misma razón con otras magnitudes homologas, la

19 El subtítulo fue añadido por Stamatis.
20 Es decir, que dada una serie de magnitudes A,, A2, A3, ..., An en la 

que se cumplen los requisitos indicados por Arquímedes para su primera 
serie, se cumplirá que

n . A„ < 2 (A, + A2 + A3 + ...+ A J
y que

n . A„ > 2 (A[ + A2 + A3 + ...+ An l).
21 Figura en Espirales, 11.
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suma de las primeras magnitudes guardará con la suma 
de las magnitudes indicadas la misma razón que guarda 5 
la suma de las segundas magnitudes con la suma de las 
indicadas.

Sean  unas m agn itudes A, B, Γ, Δ, E, z  que guardan d e dos 
en  dos la  m ism a  razón  que otras m agn itu des igu a les en  n ú 
m ero H, ©, i, K, Λ, M y  guarde A eon  B la  m ism a razón qu e H 10 

con  Θ, y  B co n  Γ la  m ism a  razón  que Θ con  I y  la s dem ás del

Α Β Γ Δ Ε Ζ  Η Θ Ι Κ Λ Μ

m ism o  m o d o  que éstas, y  e stén  las m agn itudes A, b, γ,  Δ,  e,  

z  en  cualqu ier razón  co n  otras m agnitudes n , ξ ,  o , π , p, Σ, y  
estén  las m agn itu des Η, Θ, i, k , A,  m en  la  m ism a  razón con  
otras m agn itud es correspond ien tes, τ , y ,  φ, x , ψ, ω; y  guarde is 
H co n  τ  la  razón  que guarda A con  N, y  guarde Θ con  Y la  ra
zó n  que guarda b c o n  s ;  y  las dem ás, d e m od o  sem ejante a 
éstas.

l i l i l í  l i l i l í
Ν Ξ Ο Π Ρ Σ  Τ Υ Φ Χ Ψ Ω

Se ha de demostrar que la sum a de A, B, r , Δ, e , z  guarda  
con la sum a de N, Ξ, o , π , P, Σ la m ism a razón que la suma d e H, 2o 
Θ, i, K, A, M con la  sum a de τ, Y, Φ, x , ψ, Ω.
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Puesto que N guarda con A la misma razón que τ  con H, 
25 mientras que A guarda con B la misma razón que H con Θ y  B 

con Ξ la que Θ con Y, N guardará con Ξ la misma razón que 
τ  con Y. Por la misma razón también Ξ guardará con o  la 

264 misma que Y con Φ, y las demás igual que éstas. Y la suma 
de A, B, r ,  Δ E, z guarda con a  la misma razón que la suma 
de Η, Θ, i, K, A, M con H, y  a  guarda con N la razón de H con 

5 T [Elem. V 7, corol.], mientras que N guarda con la suma de 
N, Ξ, o , Π, p, Σ la misma razón que T con la suma de T, Y, Φ, 
X, ψ, Ω. Es evidente por tanto, que la suma de A, B, Γ, Δ, E, z  
guarda con la suma de n , ξ ,  o , n, p, Σ la misma razón que la 

io suma de Η, Θ, i, κ ,  A, m  con la suma de τ , Y, Φ, x ,  ψ, Ω22.
Y es evidente también que si de las magnitudes A, B, Γ, 

Δ, E, z , las a , B, r ,  Δ, E guardan razón con las n , ξ , o , n ,  p, 
pero z no guarda razón con ninguna otra, y de las magnitu- 

15 des η, Θ, i, κ , Λ, M, las η , θ , i , k , a  guardan razón con las τ , 
Y, Φ, x ,  Ψ, sus correspondientes en la misma razón, pero M 
no guarda razón con ninguna otra, de modo semejante la 
suma de A, B, r ,  Δ, E, z guardará con la suma de n , ξ , o  n, p  
la misma razón que la suma de η , Θ, i, κ ,  A, M con la suma 
de τ ,  Y, Φ, x ,  Ψ.

266 P r o p o s i c i ó n  2

Si unas líneas23, en número cualquiera, son iguales en- 
5 tre sí y  a cada una se le aplica un área con un exceso en 

forma de cuadrado, y  si los lados de las áreas excedentes se

22 La concisión de estilo es extrema en esta proposición; tanto Heiberg 
en su edición de Arquímedes (I 263) como Heath (The Works o f  Archime
des, 105-106) ofrecen una amplia exégesis.

23 «Líneas rectas», se entiende.
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exceden entre sí en lo mismo y  el exceso es igual al lado 
menor, y  si, por otra parte, hay otras áreas, iguales a éstas 
en número y  cada una en magnitud igual a la mayor24, és
tas guardarán con la suma de todas las otras áreas una ra
zón menor que la que guarda la recta igual a la suma del 
lado del exceso mayor más una de las que son iguales con 
la recta igual a la suma de la tercera parte del lado del ex
ceso mayor más la mitad de una de las que son iguales, pe
ro guardarán con la suma de las áreas restantes excepto la 
mayor una razón mayor que esa misma razón.

Sean , p u es, rectas igu a les  en  un  núm ero cualquiera, en  
las que figura A, y  tén gase  ap licada a cada una de e lla s  un  
área cu y o  e x c e so  ten ga  form a de cuadrado, y  sean  b , γ , Δ, 
E, z ,  H lo s  lad os de las figuras exced en tes , que se  ex ced en 25 
entre s í en  lo  m ism o , y  sea  e l e x c e so  igu a l al lad o  m enor, y  
sea B el lado  m ayor y  h  el lad o  m enor. Y  sean, por otra par
te, otras áreas, en  las que figura Θ, i, k , a , igu a les  a éstas en

B
Γ

Δ
E

Z

A A A A A

n ú m e ro  y  c a d a  u n a  e n  m a g n itu d  ig u a l a  la  m a y o r  — la  a p li
c a d a  a  AB—  y  se a  la  lín e a  ΘΙ ig u a l a  A, y  la  KA ig u a l a  B 26 y 
se a  c a d a  u n a  d e  la s  lín e a s  ΘΙ e l  d o b le  d e  i, y  c a d a  u n a  d e  las 
KA e l tr ip le  d e  K.

24 «De las áreas mencionadas al principio», se entiende.
25 «Los lados», se entiende.
26 Es decir, «Sea la línea suma de Θ, I igual a A y la línea suma de κ, λ 

igual a B».
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268 Se ha de demostrar que la suma de todas las áreas en las 
que figura Θ, i, K, A guarda con la suma de todas las áreas 
AB, ΑΓ, α δ , a e , AZ, AH una razón menor que la que guarda la 

5 recta ΘΙΚΛ con la recta ik , y una razón mayor que ésa con la 
suma de las demás27 excepto la mayor a b .

Λ Λ Λ Λ A A A

K K K K K K K
T I I I I I I

Θ Θ Θ © Θ Θ Θ

Hay unas áreas, en las que figura A, que exceden unas 
io de otras en lo mismo, y el exceso es igual a la menor28 y 

otras áreas, en las que figura ©, i, iguales en número a éstas, 
cada una en magnitud igual a la mayor. Así, la suma de to
das las áreas en las que figura Θ, i es menor que el doble de 
la suma de todas aquellas en las que figura A, mientras 
que la suma de las restantes sin la mayor29 es mayor que el 

15 doble30. La suma de las áreas en las que figura i es menor 
que la suma de aquéllas en las que figura A, pero mayor que 
la suma de las restantes sin la mayor.

De nuevo, hay ciertas líneas b , Γ, Δ, E, z , H que se exce
den entre sí en lo mismo y el exceso es igual a la menor, y 

20 otras líneas, en las que figura K, A, iguales en número a és
tas y cada una de ellas igual en magnitud a la mayor.

Entonces, la suma de los cuadrados construidos sobre 
todas las que son iguales entre sí y a la mayor es menor que 
el triple de la suma de los cuadrados construidos sobre las

27 «Áreas», se entiende.
28 [Puesto que las superficies en que exceden y  las anchuras exceden 

en lo mismo],
29 Entiéndase: «la suma de las restantes áreas en las que figura A, ex

cepto la mayor».
30 Cf. Lema 260, 17.
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que se exceden entre sí en lo mismo, pero mayor que el tri
ple de (la suma de los cuadrados construidos sobre) las res- 25 

tantes sin contar el cuadrado construido sobre la mayor. Es- 270 

to se ha demostrado en los libros publicados Sobre las 
espirales31. La suma de las áreas en las que figura K es me
nor que la suma de todas las áreas en las que figura B, Γ , Δ,

E, z ,  H, pero mayor que la suma de aquellas en las que figura 
Γ, Δ, E, z ,  H. De manera que también la suma de las áreas en 5 

las que figura 1, K es menor que la suma de aquéllas en las 
que figura AB, ΑΓ, α δ , a e ,  a z ,  a h , pero mayor que la suma 
de aquéllas en las que figura Α Γ, AA, AE, a z ,  a h .

Por tanto es evidente que la suma de todas las áreas en 
las que figura Θ, 1, K, A  guarda con las áreas en las que figu
ra AB, ΑΓ, ΑΔ, a e ,  AZ, AH una razón menor que la que guarda 10 

ΘΛ con IK, pero mayor que esa misma razón con las áreas 
restantes sin contar a b .

P r o p o s i c i ó n  3

Si mas rectas trazadas desde el mismo punto32 son tangen
tes a cualquier sección cónica, y  en el interior de la sección có- 15 

nica hay otras rectas trazadas paralelas a las tangentes y  que 
se cortan entre sí, los rectángulos comprendidos por los seg
mentos guardarán entre sí la misma razón que los cuadrados 
construidos sobre las tangentes. Y la figura comprendida por 20 

los segmentos de una de las líneas será homologa del cuadrado 
construido sobre la tangente paralela a ella.

31 Sobre las espirales, prop. 10.
32 «Exterior a la cónica», se entiende.
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Esto está demostrado en los Elementos de las cónicas33.
* *

25272 iSV í/e /a misma parábola se cortan de cualquier manera 
dos segmentos que tengan diámetros iguales, serán iguales 
los propios segmentos y  los triángulos inscritos en ellos que 
tengan la misma base que los segmentos y  la misma altura. 
(Llamo diámetro en cualquier segmento a la recta que corta 

5 por la mitad todas las rectas trazadas paralelas a su base.)

Sea α β γ  una parábola, y córtense de ella dos segmentos 
ίο α δ ε  y θ β γ  y sea δ ζ  el diámetro de α δ ε  y b h  el de θ β γ , y 

sean iguales δ ζ , b h .

Se ha de demostrar que los segmentos α δ ε , θ β γ  y los 
triángulos inscritos en ellos del modo indicado son iguales.

15 Sea primero la recta ΘΓ, que corta uno de los segmentos, 
perpendicular al diámetro de la parábola, y tómese el pará-

33 Se suele interpretar que Arquímedes se refiere a la obra de Euclides 
del mismo título (perdida). La demostración figura también en Apolonio 
de Perga, Cónicas III27.
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metro34 —el doble de la recta que llega hasta el eje35—  y 
sea en la que figura M, y desde el punto A trácese AK per
pendicular a ΔΖ. Puesto que ΔΖ es el diámetro del segmento 
y AE está cortada por la mitad en z , también ΔΖ es paralela al 20 

diámetro de la parábola. Por tanto, corta por la mitad a todas 
las rectas trazadas paralelas a a e . Guarde N con M la razón 
que guarda el cuadrado de lado AZ con el cuadrado de lado 
AK. Los cuadrados de las rectas trazadas desde la parábola 25 

hasta ΔΖ paralelas a a e  equivalen a los rectángulos (que se 274 

obtienen) aplicando a una recta igual a N como ancho (los 
segmentos) que ellas mismas determinan en ΔΖ hasta el pun
to Δ como extremo, pues eso está demostrado en las Cóni
cas16. Entonces, el cuadrado de lado a z  equivale a un rec
tángulo igual al comprendido por N y ΔΖ. Y también el 5 

cuadrado de lado ΘΗ equivale a un rectángulo igual al com
prendido por M y BH, puesto que ΘΗ es perpendicular al 
diámetro [Con. I 11]. Entonces el cuadrado de lado a z  
guardaría con el cuadrado de lado θ η  la misma razón que n  
con M, puesto que se había supuesto que δ ζ , b h  eran iguales. 10

Y el cuadrado de lado a z  guarda también con el cuadrado 
de lado AK la misma razón que N con m ; por tanto θ η , ak  
son iguales [Elem. V 9], Y también son iguales b h , δ ζ ; lue
go también el rectángulo comprendido por θη , b h  es igual al 
comprendido por a k , δ ζ . De manera que también el triángu- 15 

lo ΘΗΒ es igual al triángulo δ α ζ . De modo que también lo 
son sus dobles. Y el segmento α δ ε  es cuatro tercios del

34 Cf. el apartado relativo a terminología en la Introducción, págs. 
47-48.

35 Entiéndase: «el doble de la recta que llega (desde el vértice de la pa
rábola) hasta el eje (del cono)». Lo que Arquímedes pide en esta frase es 
la consideración de los elementos de la ecuación y  = 2px de la parábola 
en cuestión.

36 Para Heiberg, esta mención de las Cónicas se refiere a las de Eu
clides.
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tr ián g u lo  α δ ε 37, y  e l seg m en to  θ β γ  es cu a tro  te rc io s  d e l tr iá n 

g u lo  ΘΒΓ.
Luego es evidente que son iguales los segmentos y los 

20 triángulos inscritos en ellos.
Y si ninguna de las rectas que cortan los segmentos es 

perpendicular al diámetro de la parábola, si se toma del 
diámetro de la parábola una recta igual al diámetro de un 

25 segmento y  desde el extremo de la recta tomada se traza una 
recta perpendicular al diámetro, el segmento resultante será 
igual a cada uno de los segmentos.

Luego es evidente lo propuesto.

276 P r o p o s i c i ó n  4

Toda área comprendida por una elipse guarda con el 
5 círculo de diámetro igual al diámetro mayor de la elipse la 

misma razón que su diámetro menor con el mayor o con el 
diámetro del círculo.

Sea, pues, una elipse, en la que figuran A, b , γ ,  Δ, y sea 
su diámetro mayor en el que figuran a ,  γ  y su diámetro me

to ñor en el que figuran b , δ  y sea un círculo de diámetro α γ .

Se ha de demostrar que el área comprendida por la elip
se guarda con el círculo la misma razón que β δ  con γ α , es 
decir, con EZ.

15 Guarde el círculo en el que figura Ψ con el círculo ΑΕΓΖ 
la misma razón que ΒΔ con e z .

Digo que el círculo Ψ es igual a la elipse.
Pues si el círculo Ψ no es igual al área comprendida por 

la elipse, sea primero, si es posible, mayor.

37 Cf. Cuadratura de la parábola  17 y  24.
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Es posible inscribir en el círculo ψ un polígono38 de 20 

número par de ángulos mayor que el área α β γ δ . Considérese 
inscrito, e incríbase en el círculo ΑΕΓΖ una figura rectilínea 
semejante a la inscrita en el círculo Ψ, y desde sus ángulos39 
trácense perpendiculares al diámetro ΑΓ, y trácense rectas 25 

que unan los puntos en los que las perpendiculares cortan a 278 
la elipse.

z

Entonces, habrá una figura rectilínea inscrita en la elip
se, y guardará con la figura rectilínea inscrita en el círculo 
ΑΕΓΖ la misma razón que ΒΔ con e z .  Puesto que ε θ ,  k a  son 5 

perpendiculares cortadas en la misma razón por los puntos 
Μ, B, es evidente que el trapecio a e  guarda con el ΘΜ la

38 «Equilátero» o «regular», se sobreentiende.
39 Es decir, «desde los vértices de sus ángulos».
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misma razón que ©E con b©. Por la misma razón, también 
10 cada uno de los otros trapecios que hay en el círculo guarda 

con cada uno de los trapecios que hay en la elipse la misma 
razón que E© con ΒΘ. Y también los triángulos situados en
A, Γ en el círculo guardan esa misma razón con los situa

is dos40 en la elipse. Por tanto también toda la figura rectilínea 
inscrita en el círculo ΑΕΓΖ guardará con toda la figura recti
línea inscrita en la elipse la misma razón que ez  con β δ . La 
misma figura rectilínea guarda también con la inscrita en el 

20 círculo Ψ la misma razón, puesto que también los círculos 
guardaban esa razón [Elem. V 16], Luego la figura rectilí
nea inscrita en el círculo Ψ es igual a la figura rectilínea ins
crita en la elipse [Elem. V 9]. Lo cual es imposible, pues era 

25 mayor que el área entera comprendida por la elipse.
Pero sea, si es posible, menor.

280 De nuevo es posible inscribir en la elipse un polígono de 
un número par de lados mayor que el círculo Ψ. Inscríbase, 
pues, y trazadas desde sus ángulos41 perpendiculares a ΑΓ, 
prolongúense hacía la circunferencia del círculo.

5 De nuevo habrá en el círculo AE una figura rectilínea 
inscrita que guardará con la figura inscrita en la elipse la 
misma razón que e z  con ΒΔ. Una vez inscrita también en el 
círculo Ψ una figura semejante a ella, se demostrará que la 

ío figura inscrita en el círculo ψ  es igual a la inscrita en la elip
se, lo cual es imposible. Por consiguiente, el círculo Ψ tam
poco es menor que el área comprendida por la elipse.

Así que es evidente que el área indicada guarda con el 
is círculo α ε γζ  la misma razón que β δ  con e z .

40 Entiéndase «situados del mismo modo».
41 Es decir, «desde los vértices de sus ángulos».
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P r o p o s i c i ó n  5

Toda área contenida por una elipse guarda con todo 
círculo la misma razón que el rectángulo comprendido por  
los diámetros de la elipse con el cuadrado construido sobre 
el diámetro del círculo.

Sea un área comprendida por una elipse, en la que figura 
x , y sean los diámetros de la elipse α γ , β δ , y sea a t  el mayor, 
y sea un círculo, en el que figura Ψ, y sea su diámetro e z .

Se ha de demostrar que 
el área x guarda con el círcu
lo ψ la misma razón que el 
rectángulo comprendido por 
α γ , β δ  con el cuadrado de la- A 
do EZ.

Circunscríbase un círculo 
al diámetro ΑΓ; el área x  
guarda con el círculo cuyo 
diámetro es ΑΓ la misma ra
zón que el rectángulo com
prendido por ΑΓ, ΒΔ con el 
cuadrado de lado ΑΓ, pues se 
ha demostrado que guarda la 
razón de β δ  a AT [Prop. 4], Y el círculo cuyo diámetro es ΑΓ 
guarda con el círculo cuyo diámetro es EZ la misma razón 
que el cuadrado de lado ΑΓ con el cuadrado de lado EZ 
[Elem. X II2].

Por tanto, es evidente que el área x guarda con el círculo 
Ψ la misma razón que el rectángulo comprendido por AΓ, β δ  
con el cuadrado de lado ez [Elem. V 22],
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P r o p o s i c i ó n  6

Las áreas comprendidas por elipses guardan entre sí la 
misma razón que la que guardan entre si los rectángulos 

10 comprendidos por los diámetros de las elipses.

Sean áreas comprendidas por elipses aquéllas en las que 
15 figura A, B y  sea ΓΔ el rectángulo comprendido por los diá

metros de la elipse que comprende el área A, y  e z  el com
prendido por los diámetros de la otra elipse.

Se ha de demostrar que
el área A guarda con el área 
B la misma razón que ΓΔ 
con e z .

Tómese un círculo, en 
el que figura Ψ, y sea ΚΛ el 
cuadrado construido sobre 
su diámetro.

Entonces el área A guar
da con el círculo Ψ la mis
ma razón que γ δ  con ΚΛ 
[Prop. 5], y el círculo ψ 
guarda con el área b  la 
misma razón que k a  con ez 

[Prop. 5; Elem. V 16].
Por tanto, es evidente que el área A guarda con el área B 

la misma razón que ΓΔ con EZ [Elem. V 22],

C o r o l a r io

5 A partir de esto es evidente que las áreas comprendidas 
por elipses semejantes guardan entre sí la misma razón que
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guardan lo s  cuadrados constru idos sobre sus d iám etros h o 
m ó logos.

P r o p o s i c i ó n  7

Dada una elipse y  alzada desde el centro de la elipse 10 

una línea perpendicular al plano en que está la elipse, es 
posible hallar un cono que tenga por vértice el extremo de 
la recta alzada en cuya superficie esté situada la elipse \s 
dada.

Sea dada una e lip se  y , a lzada  d esd e su  centro, una lín ea  
recta perpendicu lar al p lano en  que está  la  e lip se; y  trácese 20 

un p lano  que p ase  por la recta alzada y  por el d iám etro m e 
nor, y  estén  en  é l e l d iám etro m enor, AB, e l centro d e la  
elip se , Δ, y  la  recta  ΓΔ alzada d esd e e l centro y  su  extrem o r ,  
y  con sid érese  que la  e lip se  descrita en  to m o  al d iám etro a b  25 

está en  un p lan o  perpendicu lar a γδ  . 286

H ay  que hallar u n  c o 
no  que tenga  por vértice  e l 
punto r , en  cuya  superfi
c ie  esté  situada la  e lip se .

P ro lon gú en se  las rec
tas trazadas d esd e r  hasta  
a , b , y  desd e A trácese az  
de m anera que e l rectán
gu lo  com prendido por a e ,
EZ guarde con  e l cuadrado de lado  ΕΓ la  razón que guarda e l 
cuadrado constru ido sobre la  m itad  del diám etro m ayor co n  
e l cuadrado de lado ΔΓ — es p o sib le , p u esto  que la  razón e s  10 

m ayor que la  que guarda e l rectángulo  com prendido por α δ ,
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ΔΒ co n  e l cuadrado de ΔΓ42— ; a partir de la  recta  AZ co n s
truyase un  p lan o perpendicu lar al p lano  en  e l que están  ΑΓ, 

15 a z  y  en  e se  p lan o trácese un círcu lo  de d iám etro AZ, y  sobre  
e se  círcu lo  sea  un  co n o  que ten ga  por vértice  e l punto r .

Se demostrará que la elipse está en la superficie de ese 
cono.

Pues si no está en la superficie del cono, es necesario 
20 que en la elipse haya un punto que no esté en la superficie 

del cono.
Considérese tomado en la elipse un punto Θ que no está 

en la superficie del cono, y  desde θ  trácese θ κ  perpendicular 
25 a  AB. Ésta será perpendicular al plano en el que están ΑΓ, r z  

{Elem. XI, def. 4]. Prolongúese la recta trazada desde r  has- 
288 ta κ; corte ésta a la recta a z  en el punto A, y  desde A trácese 

am  perpendicular a z a  en el círculo de diámetro a z , y  sobre 
su circunferencia considérese un punto M elevado, y  trácen
se también por el punto A la recta so  y  por el punto e  la rec
ta np, paralelas a ab .

5 Puesto que el rectángulo comprendido por e a , ez  guarda 
con el cuadrado de lado εγ  la misma razón que el cuadrado 
construido sobre la mitad del diámetro mayor con el cua
drado de lado δ γ  [por hipót.], mientras que el cuadrado de 
lado εγ  guarda con el rectángulo comprendido por επ , ep la 
misma razón que el cuadrado de lado δ γ  con el rectángulo 

ío comprendido por α δ , δ β , (entonces) el rectángulo a e , ez 
guarda con el rectángulo π ε , ep la misma razón que el 
cuadrado construido sobre la mitad del diámetro mayor con 
el rectángulo α δ , δ β  [Elem. V 22], Y el rectángulo AE, EZ es 

15 al rectángulo ΕΠ, ep como el rectángulo AA, AZ al rectángulo 
ΛΞ, ΛΟ, y el cuadrado de la mitad del diámetro mayor es al

42 La veracidad de esta condición fue demostrada por Nizze; cf. 
Z e u t h e n , Die Lehre des Kegelschnitten im Altertum, págs. 411  y  ss. (nota 
de Heiberg).



rectángulo α δ , δ β  como el cuadrado de lado θ κ  al rectángu
lo AK, k b  [Cón. 121]; por tanto el rectángulo AA, a z  guarda 
con el rectángulo ΞΛ, AO la misma razón que el cuadrado de 
lado ΘΚ con el rectángulo AK, k b . Y el rectángulo ξ λ ,  AO 
también guarda con el cuadrado de lado γλ la misma razón 
que el rectángulo a k ,  k b  con el cuadrado de lado ΚΓ. Luego 
también el rectángulo AA, AZ guarda con el cuadrado de la
do ΓΛ la misma razón que el cuadrado de lado ΘΚ con el 
cuadrado de lado KT [Elem. V 22], Y el cuadrado de lado 
a m  es igual al rectángulo AA, A z —pues a m  se trazó per
pendicular en el semicírculo de diámetro az— , luego el 
cuadrado de lado ΛΜ guarda con el cuadrado de lado ΛΓ la 
misma razón que el cuadrado de lado ΘΚ con el cuadrado de 
lado ΚΓ. De manera que los puntos Γ, Θ, M están en línea 
recta. Y la recta γ μ  está en la superficie del cono [Cón. I I ] ,  
Luego es evidente que también el punto θ  estará en la super
ficie del cono. Y habíamos supuesto que no estaba.

Luego no hay ningún punto en la elipse que no esté en 
la superficie del cono antedicho.

Luego toda la elipse está en la superficie del mismo 
cono.

SOBRE LO S C O N O ID E S Y  ESFEROIDES 279

P r o p o s i c i ó n  8

Dada una elipse y  una línea43, alzada desde el centro de 
la elipse, que no sea perpendicular en un plano que ha sido 
construido (pasando) por un diámetro y  perpendicular al 
plano en que está la elipse, es posible hallar un cono que

43 Sobreentiéndase «recta». Aunque no es demasiado frecuente, tam
poco es excepcional, en contextos inequívocos, el uso del término gram- 
má, «línea» en lugar de eutheía, «recta».



280 A R Q U ÍM ED ES

tenga por vértice el extremo de la recta alzada y  en cuya 
20 superficie esté la elipse dada.

Sea b a  un diámetro de la elipse y δ  su centro, y esté al
zada desde el centro la recta ΔΓ según se ha dicho, y consi
dérese la elipse de diámetro ab en un plano perpendicular al 

25 plano en que están AB, ΓΔ.

Hay que hallar un cono que tenga por vértice el punto r  
y en cuya superficie se encuentre la elipse.

292 r  Las rectas α γ , γ β  no

trácese un círculo de diámetro e b  si el cuadrado de lado N es 
io igual al rectángulo comprendido por ζ δ ,  δ η ; y si no es igual, 
is trácese una elipse tal que el cuadrado que tenga por lado un 

diámetro guarde con el cuadrado de lado EB la misma razón 
20 que guarda el cuadrado de lado n  con el rectángulo com- 
25 prendido por ζ δ ,  δ η . Y tómese un cono que tenga por vérti

ce el punto r  en cuya superficie estarán el círculo o la elipse 
294 de diámetro e b . E s o  es posible, puesto que la recta trazada

5

E

son iguales, puesto que ΓΔ 

no es perpendicular al pla
no en el que está la elipse. 
Sea ε γ  igual a γ β , y sea la 
recta n  igual a la mitad del 
otro diámetro, cuyo conju
gado44 es a b , y por el pun
to Δ trácese z h  paralela a 
e b , y a partir de e b  cons
truyase un plano perpen
dicular al plano en el que 
están α γ , γ β  y en ese planop

44 A p o l o n io , Cónicas I, def. 6: «Llamo diámetros conjugados de una 
línea curva y  de dos líneas curvas a las rectas cada una de las cuales, sien
do un diámetro, corta por la mitad a las paralelas a la otra».
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desde r  hasta e l punto m ed io  de eb  e s  perpendicular al p la 
no  que pasa por e b .

La elipse de diámetro AB está también en esta superficie.
Pues si no está en ella, habrá un punto en la elipse que 

no estará en la superficie del cono. Considérese tomado un 
punto Θ que no está en la superficie del cono, y  desde Θ trá
cese ©K perpendicular a a b , y  una vez trazada ΓΚ prolon
gúese y  corte a eb  en el punto A, y  por el punto A trácese en 
el plano perpendicular correspondiente a eb  la recta AM per
pendicular a e b , y  considérese el punto m  elevado en la su
perficie del cono, y  por el punto A trácese ΠΡ paralela a a b . 
Entonces el cuadrado de lado N es al rectángulo comprendi
do por ζ δ , δ η  como el cuadrado de lado a m  es al rectángulo 
e a , a b , y  el rectángulo ζ δ , δ η  es al rectángulo α δ , δ β  como 
el rectángulo e a , a b  es al rectángulo π λ , a p . Por tanto, el 
cuadrado de lado N será al rectángulo comprendido por α δ , 
δ β  como el cuadrado de lado a m  es al rectángulo π λ , a p  
[Elem. V 22]. Y el cuadrado de lado N es al rectángulo 
comprendido por α δ , δ β  como el cuadrado de lado θκ  es al 
rectángulo a k , k b , puesto que han sido trazadas perpendicu
lares al diámetro AB en la misma elipse [Con. 121], Luego 
el cuadrado de lado AM guarda con el rectángulo ΠΛ, AP la 
misma razón que el cuadrado de lado θ κ  con el rectángulo 
a k , k b . Y también el rectángulo comprendido por ΠΛ, AP 
guarda con el cuadrado de lado ΓΛ la misma razón que el 
rectángulo a k , k b  con el cuadrado de lado k t . Por tanto, el 
cuadrado de lado a m  guarda con el cuadrado de lado α γ  la 
misma razón que el cuadrado de lado θ κ  con el cuadrado de 
lado ΚΓ [Elem. Ύ  22], De modo que los puntos Γ, Θ, M están 
en línea recta. Y la recta γ μ  está en la superficie del cono 
[Con. I 1]. Luego es evidente que también el punto Θ está en 
la superficie del cono; y  se había supuesto que no estaba.

Luego es evidente lo que había que demostrar.
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P r o p o s i c i ó n  9

10 Dada una elipse y  una linea45, levantada desde el cen
tro de la elipse sin ser perpendicular en un plano que desde 
uno de los diámetros se alza perpendicular al plano en el 

15 que está la elipse, es posible hallar un cilindro que tenga su 
eje en línea recta con la línea alzada y  en cuya superficie 
esté la elipse dada.

Sea BA un diámetro de la elipse dada y Δ su centro y sea 
20 ΓΔ la línea alzada desde el centro como se ha indicado, y 

considérese la elipse de diámetro a b  en un plano perpendi
cular al plano en el que están a b ,  γ δ .

Es p rec iso  hallar u n  
cilindro que ten ga  su  eje  
en  lín ea  recta co n  γ δ  y  en  
cu ya  su p erficie  esté  la  
e lip se  dada.

Trácense a z ,  b h  des
de los puntos A, B parale- 

298 las a γδ . Entonces el otro diámetro de la elipse o bien es 
igual a la distancia entre a z ,  b h  o es mayor o es menor.

Sea en primer lugar igual a z h ,  y sea z h  perpendicular a 
γ δ , y a partir de z h  constrúyase un plano perpendicular a γ δ , 

5 y en ese plano sea un círculo de diámetro z h ,  y a partir de 
ese círculo sea un cilindro que tenga por eje ΓΔ.

La elipse está en la superficie de ese cilindro. 
io Pues si no está, habrá un punto en la elipse que no esté 

en la superficie del cilindro. Considérese tomado en la elip
se un punto Θ que no está en la superficie del cilindro, y

45 «Recta», se entiende.
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desde θ trácese ΘΚ perpendicular a AB; ésta será perpendicu
lar al plano en el que están a b , γ δ  [Elem. XI, def. 4]; y des
de K trácese KA paralela a ΓΔ, y desde A construyase la recta 
AM perpendicular a zh  en el círculo de diámetro zh , y con
sidérese el punto M elevado en el arco del semicírculo de 
diámetro z h . El cuadrado construido sobre la perpendicular 
θκ  guarda con el rectángulo comprendido por a k , k b  la 
misma razón que el cuadrado de lado z r  con el rectángulo 
comprendido por α δ , δ β , puesto que z h  es igual al otro diá
metro. El rectángulo comprendido por z a , a h  guarda con el 
comprendido por AK, k b  la misma razón que el cuadrado de 
lado z r  con el cuadrado de lado ΑΔ. Por tanto, el rectángulo 
comprendido por ZA, a h  es igual al cuadrado de lado ΘΚ. Y 
también es igual al cuadrado de lado a m . Luego las perpen
diculares θκ , m a  son iguales. Luego a k , μ θ  son paralelas 
[Elem. I 33], De modo que también ΔΓ, ΜΘ serán paralelas 
[Elem. XI 9], Y por tanto ΘΜ está en la superficie del cilin
dro, puesto que ha sido trazada paralela al eje desde el punto 
m , que está en la superficie. Luego es evidente que también 
θ  está en su superficie. Y se había supuesto que no estaba. 
Luego es evidente lo que había que demostrar.

Y es evidente también 
que el cilindro que la46 con
tiene será recto si un diáme
tro47 es igual a la distancia 
entre las rectas trazadas des
de los extremos del otro A 
diámetro paralelas a la recta 
alzada.

Sea ahora un diámetro mayor que zh  y sea n z  igual al 
otro diámetro, y desde n z  construyase un plano perpendícu

lo

46 «A la elipse», se entiende.
47 «De la elipse», se entiende.
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is lar al plano en el que están ΑΒ,ΓΔ, y sea en ese plano un cír
culo de diámetro nz, y a partir de ese círculo sea un cilindro 
que tenga por eje ΔΡ.

Por los mismos razonamientos se demostrará que la 
elipse está en la superficie de ese cilindro.

20 Sea ahora un diámetro menor que zh .
Sea el cuadrado de la

do ΓΞ igual a la diferencia 
en que es mayor el cua
drado de lado z r  que el 
cuadrado construido sobre 
la mitad de un diámetro, y 
desde el punto Ξ álcese 
una línea igual a la mitad 
del otro diámetro y per- 

25 pendicular al plano en el que están a b , γδ , la línea ξ ν ,  y 
302 considérese el punto N elevado; entonces ΓΝ es igual a ΓΖ. 

En el plano en que están z h , γ ν  trácese un círculo de diáme
tro zh . Éste pasará por el punto n . Y sobre el círculo sea un 
cilindro de eje γδ .

5 La elipse está en la superficie de ese cilindro.
Pues si no está, habrá un punto en ella que no esté en la 

superficie del cilindro. Tómese en ella un punto Θ y  trácese 
ίο ΘΚ perpendicular a AB, y  desde K sea KA paralela a ΓΔ, y  

desde A trácese a m  perpendicular a zh  en el semicírculo de 
diámetro zh , y  considérese m  en la semicircunferencia del 
semicírculo de diámetro zh , y  desde M trácese MO perpendi- 

15 cular a la prolongación de KA. Ésta será perpendicular al 
plano en el que están AB, ΓΔ, puesto que KA es perpendicular 
a z h . Entonces el cuadrado de lado m o  es al cuadrado de la
do MA como el cuadrado de lado HN es al cuadrado de lado 

20 ΝΓ; y  el cuadrado de lado MA es al rectángulo AK, k b  como
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el cuadrado de lado ΓΝ es al cuadrado de lado a a ,  puesto 
que el cuadrado de lado ΜΛ es igual al rectángulo compren
dido por a z ,  AH, mientras que el cuadrado de lado γ ν  es 
igual al cuadrado de lado rz. Luego el cuadrado de lado m o  

es al rectángulo a k ,  k b  como el cuadrado de lado ξ ν  es al 25 

cuadrado de lado AA [Elem. V 22]. Y el cuadrado de lado 
ΚΘ es al rectángulo a k ,  k b  como el cuadrado de lado ξ ν  es 304 

al cuadrado de lado α δ  [Con. I 21], puesto que la recta ξ ν  

es igual a la mitad del otro diámetro [por const.]. Por tanto 
es evidente que las perpendiculares m o , θ κ  son iguales. De 
modo que κο, ΘΜ son paralelas [Elem. I 33], Puesto que ΜΘ 5 

es paralela al eje del cilindro y el punto M está en su super
ficie, es de necesidad que también ΜΘ esté en la superficie 
del cilindro. Luego es evidente que también Θ está en su su
perficie. Pero no estaba [por hipót.].

Luego está claro que es de necesidad que la elipse esté 10 

en la superficie del cilindro.

P r o p o s i c i ó n  10

Que todo cono guarda con otro cono la razón compues
ta de la razón de las bases y  la de las alturas ha sido ya 15 

demostrado por nuestros predecesores48; la misma demos
tración se aplica a que todo tronco de cono guarda con to
do tronco de cono la razón compuesta de la razón de las 
bases y  la de las alturas.

* * *

48 Estos resultados, que se siguen de Elem. XII 11 y 14, son menciona
dos por Arquímedes también en Esf. y  cil. I, Lema, 72, 25.
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Y (para la afirmación de) que todo tronco de cilindro es 
el triple del tronco de cono que tiene la misma base que el 
tronco de cilindro y  la misma altura, la misma demostra
ción que (para la afirmación de que) un cilindro es el triple 
del cono que tiene la misma base que el cilindro y  su misma 
altura49.

P r o p o s i c i ó n  11

Si un paraboloide es cortado por un plano que pase por 
el eje o sea paralelo al eje, la sección será una parábola, la 
misma (parábola) que comprende la figura50, y  su diámetro 
será la sección común entre el plano secante de la figura y  
el plano trazado pasando por el eje perpendicular al plano 
secante.

Y si es cortado por un plano perpendicular al eje, la 
sección será un círculo que tenga su centro en el eje.

* * *

Si un hiperboloide es cortado por un plano que pase por  
el eje o sea paralelo al eje o pase por el vértice del cono 
que contiene al hiperboloide, la sección será una hipérbola; 
si pasa por el eje, será la propia (hipérbola) que comprende 
la figura51; si es paralelo al eje, será semejante a ella, y  si 
pasa por el vértice del cono que comprende al hiperboloide, 
entonces no será semejante, pero el diámetro de la sección

49 Cf. Elem. XII 10. En la Carta-dedicatoria a Dosíteo que precede a 
Esf. y  cil. (4, 2 y ss.) Arquímedes atribuye a Eudoxo las demostraciones 
que menciona.

50 Es decir, «será igual a la parábola que genera el paraboloide».
51 Es decir, «será igual a la hipérbola que genera el hiperboloide».
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será la sección común entre el plano secante de la figura y  
el plano trazado por el eje perpendicular al plano secante.

Si es cortado por un plano perpendicular al eje, la sec
ción será un círculo que tenga el centro en el eje.

* * *

Si cualquiera de las dos figuras elipsoides52 es cortada 
por un plano que pase por el eje o sea paralelo al eje, la 
sección será una elipse; si pasa por el eje, será la propia 
(ielipse) que comprende la figura53; si es paralela al eje, 
{una) semejante a ella; y  el diámetro de la sección será la 
sección común entre el plano que corta la figura y  el plano 
trazado por el eje perpendicular al plano secante.

Y si es cortada por un plano perpendicular al eje, la 
sección será un círculo que tenga su centro en el eje.

* * *

Y si cualquiera de las figuras mencionadas es cortada 
por un plano que pase por el eje, las perpendiculares al 
plano secante trazadas desde los puntos que están en la su
perficie de la figura pero no en la sección caerán dentro de 
la sección de la figura.

Las demostraciones de todas estas cosas son evidentes54.

52 O sea, cualquiera de los dos tipos «alargados» y «aplastados» que 
mencionaba y  definía en la carta a Dosíteo (252, 14 y ss.).

53 Como en los casos anteriores, «será igual a la elipse que genera el 
elipsoide».

54 Torelli, Comandino y  otros comentaristas redactaron algunas de es
tas demostraciones.
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P r o p o s i c ió n  12

M

Si un paraboloide es cortado por un plano que ni pase 
15 por el eje ni sea paralelo al eje ni sea perpendicular al eje, 

la sección será una elipse, y  su diámetro mayor será la rec
ta comprendida en el interior del paraboloide en la inter
sección resultante entre el plano que corta la figura y  el 
plano trazado por el eje perpendicular al plano secante, y  

20 el diámetro menor será igual a la distancia entre las rectas 
trazadas paralelas al eje5$ desde los extremos del diámetro 
mayor.

C órtese e l parabolo ide  
por u n  p lano seg ú n  se  ha  
dich o , y  una v e z  cortado  
por otro p lan o  que p ase  
por e l eje y  sea  p erpend i
cular al p lan o  secan te, sea  
α β γ  la  secc ió n  d el parabo
lo id e , y  la  recta  ΓΑ la  (in 
tersecc ión ) co n  e l p lan o  
que corta la  f ig u ra 56, y  sea  
ΒΔ e l eje d el p arab o lo id e y  

diám etro de la  se c c ió n  [Prop. 11].
S e  h a  de dem ostrar que la  secc ió n  del parabolo ide pro- 

310 ducida por e l p lan o  correspondiente a ΑΓ es una e lip se , y  
que ΑΓ es su  diám etro m ayor y  que su  d iám etro m en or es

55 Al eje «del segmento», se entiende.
56 Entiéndase: «la intersección del plano que corta la figura con el que 

le es perpendicular y pasa por el eje del paraboloide».
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ig u a l a ΛΑ, s ie n d o  ΓΛ p a ra le la  a  ΒΔ y  s ien d o  α λ  p e rp e n d ic u 
la r  a  γ α .

Considérese tomado un punto K en la sección, y desde K 
trácese K© perpendicular a γ α ;  entonces ΚΘ será perpendicu
lar al plano en el que está la parábola ΑΓΒ, puesto que tam
bién el plano secante es perpendicular a ese mismo plano 
[Elem. XI, def. 4], Por el punto Θ trácese EZ que forme án
gulos rectos con β δ , y trácese un plano que pase por las rec
tas e z ,  ΚΘ; éste será perpendicular a ΒΔ; la figura paraboloi
de habrá sido cortada por un plano perpendicular al eje, de 
modo que la sección será un circulo, y su centro será Δ 
[Prop. 11], Luego el cuadrado de lado ΚΘ será igual al rec
tángulo comprendido por z©, ©E57. Trácese tangente a la 
sección cónica58 la recta MN paralela a ΑΓ, y sea tangente en 
el punto N, y trácese BT paralela a EZ. El rectángulo com
prendido por A©, ©Γ guarda con el comprendido por E©, ©z 
la misma razón que el cuadrado de lado NT con el cuadrado 
de lado BT: eso ya se ha demostrado [Prop. 3], La recta tm  
es igual a la recta NT, puesto que BP es igual a BM. Por tanto, 
el rectángulo comprendido por ΑΘ, ΘΓ guarda con el cua
drado de lado K© la misma razón que el cuadrado de lado 
tm  con el cuadrado de lado TB. De manera que el cuadrado 
que tiene por lado la perpendicular ©K guarda con el rectán
gulo comprendido por a©, ©r la misma razón que el cuadra
do de lado BT con el cuadrado de lado TM [Elem. V 7, 
corol.]. Así, puesto que los triángulos ΓΑΛ, TMB son seme
jantes, el cuadrado que tiene por lado la perpendicular ©K 
guarda con el rectángulo comprendido por a© , ©r la mis-

57 [Puesto que en el semicírculo correspondiente a EZ la recta ΚΘ, que 
es perpendicular, es media proporcional del rectángulo comprendido p o r  
ΕΘ, ΘΖ],

ss Se refiere a la parábola α β γ .
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s ma razón que el cuadrado de lado ΑΛ con el cuadrado de la
do ΑΓ.

Del mismo modo demostraremos también que los cua
drados que tienen por lado las demás perpendiculares traza
das desde la sección hasta ΑΓ guardan con los rectángulos 
comprendidos por los segmentos de ΑΓ la misma razón que 

10 el cuadrado de lado a a  con el cuadrado de lado ΑΓ.
Por tanto, es evidente que la sección es una elipse, y que 

sus diámetros son el mayor ΑΓ y el menor igual a AA [Cón. 
121].

P r o p o s i c i ó n  13

Si un hiperboloide de revolución es cortado por un pla
is no concurrente con todas las generatrices del cono que 

contiene al hiperboloide sin ser perpendicular a su eje, la 
sección será una elipse y  su diámetro mayor será la recta 
comprendida en el interior del hiperboloide en la intersec- 

20 ción residíante entre el plano que corta la figura y  el plano 
trazado por el eje perpendicular al plano secante.

Córtese el hiperboloide por un plano según se ha dicho, 
y  cortado éste por otro plano que pase por el eje y  perpendi- 

25 cular al plano secante del hiperboloide, sea la sección la 
hipérbola ΑΒΓ [Prop. 11], y  la recta ΑΓ la (intersección) con 
el plano que corta la figura, y  sea BA el eje del hiperboloide 
y  diámetro de la sección [Prop.TI].

314 Considérese tomado un punto K en la sección y desde K 
trácese ΚΘ perpendicular a α γ . Ésta será perpendicular al 
plano en el que se encuentra la sección cónica ΑΒΓ [Elem. 

5 XI, def. 4], Trácese EZ que pase por Θ y perpendicular a BA, 
y por las rectas EZ, K© trácese un plano que corte el hiperbo-
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loide. Quedará cortado por un plano perpendicular al eje, de 
modo que la sección será un círculo y  su centro será δ  

[Prop. 11]. Luego el cuadrado de la perpendicular ΚΘ será 
igual al rectángulo comprendido por ΕΘ, ΘΖ. De nuevo, trá- 10 

cese MN paralela a ΑΓ y  tangente a la sección cónica en el 
punto N, y  BT paralela a EZ. Entonces el rectángulo com
prendido por ΕΘ, ΘΖ guarda con el rectángulo comprendido 
por ΑΘ, ΘΓ la misma razón que el cuadrado de lado BT con 
el cuadrado de lado TN [Prop. 3], De modo que el cuadrado 15 

que tiene por lado la perpendicular ΚΘ guarda con el rectán
gulo comprendido por α θ ,  θ γ  la misma razón que el cuadra
do de lado b t  con el cuadrado de lado TN.

De la misma manera se demostrará también que los 
cuadrados construidos sobre las demás perpendiculares tra
zadas desde la sección hasta ΑΓ guardan con los rectángulos 20 

comprendidos por los segmentos de ΑΓ que determinan las 
perpendiculares la misma razón que el cuadrado de lado BT 
con el cuadrado de lado TN. Y BT es menor que t n ,  ya que 
MT es menor que TN. Y MB es menor que bp, pues esto es 25 

una propiedad de las hipérbolas.
Luego es evidente que la sección es una elipse y que su 

diámetro mayor es α γ 59. 3i6

59 [En la  m ism a  s itu a c ió n , s ien d o  N P u na p e rp e n d ic u la r  en la h ip é r b o 
la, ΓΛ e s  su  d iá m e tro  m a yo r\.
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P r o p o s ic ió n  14

5 Si un elipsoide alargado es cortado por un plano no 
perpendicular al eje, la sección será una elipse, su diámetro 
mayor será la recta comprendida en el interior del elipsoide 
en la sección del plano que corta la figura con el plano tra- 

io zado por el eje perpendicular al plano secante.

Pues si fuera cortado por el eje o paralelamente al eje, 
está claro [Prop. 11].

Córtese por otro plano, y  una vez cortado éste por un 
plano que pase por el eje y  perpendicular al plano secante, 

15 sea la sección del elipsoide la elipse ΑΒΓΔ [Prop. 11], y  sea 
la recta Γ Α  la (intersección) con el plano secante, y  sea ΒΔ el 
eje del elipsoide y  diámetro de la elipse, y  sea x su centro y  

20 π ρ  su diámetro menor. Trácese b t  perpendicular a b a , y  h n  

3X8 paralela a α γ  y  tangente a la elipse en el punto N, y  trácese 
también m a  pasando por x  y  paralela a α γ .

De modo semejante a las proposiciones anteriores se 
demostrará que los cuadrados que tienen por lado las per
pendiculares trazadas desde la sección hasta Α Γ  guardan con 

5 los rectángulos comprendidos por los segmentos de Α Γ  la 
misma razón que el cuadrado de lado BT con el cuadrado de 
lado TN.
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Que la sección es una elipse y ΓΑ su diámetro es eviden
te [Cón. 121], pero que es el mayor ha de demostrarse.

El rectángulo comprendido por πχ, XP guarda con el 
comprendido por MX, XA la misma razón que el cuadrado de 
lado BT con el cuadrado de lado NT, puesto que ΠΡ, ΜΛ son 
paralelas a las tangentes [Prop. 3], Y el rectángulo com
prendido por ΠΧ, XP es menor que el comprendido por MX, 

XA, puesto que también xn es menor que XA. Por tanto, el 
cuadrado de lado BT es menor que el cuadrado de lado TN. 

De manera que también los cuadrados construidos sobre las 
perpendiculares trazadas desde la sección hasta ΑΓ son me
nores que los rectángulos comprendidos por los segmentos 
de α γ .

Por tanto es evidente que ΓΑ es el diámetro mayor.

Y si un elipsoide achatado es cortado por un plano, lo 
demás será igual, pero de los diámetros será el menor el 
comprendido en el interior del elipsoide60.

A partir de esto es evidente en todas estas figuras que, si 
son cortadas por planos paralelos, sus secciones serán seme
jantes, pues los cuadrados construidos sobre las perpendicu
lares guardarán la misma razón con los rectángulos com
prendidos por sus segmentos.

60 «La recta comprendida en el interior del elipsoide» hemos de en
tender que se refiere, como en el enunciado, a la «recta intersección del 
plano que corta la figura con el perpendicular al plano secante trazado por 
el eje».
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En el paraboloide, de las rectas trazadas paralelas al 
eje desde cualquier punto de la superficie del conoide, las 

5 trazadas hacia el lado convexo caerán fuera del paraboloi
de y  las trazadas hacia el otro lado, dentro.

Trazado un plano que pase por el eje y por el punto por 
el que se traza la paralela al eje, la sección será una parábola 

ío [Prop. 11] y su diámetro, el eje del conoide. En la parábola, 
si se trazan rectas paralelas al diámetro desde cualquier pun
to de los de la sección, las trazadas hacia el lado convexo 
caen fuera, y las trazadas hacia el otro lado caen dentro 
[Con. 126],

15 Luego es evidente lo propuesto.
* * *

En el hiperboloide, de las rectas trazadas desde cual
quier punto de su superficie paralelas a una recta que vaya 
al hiperboloide pasando por el vértice del cono que contie- 

20 ne al hiperboloide, las trazadas hacia el lado convexo cae
rán fuera del hiperboloide y  las trazadas hacia el otro lado, 
dentro.

Si se traza un plano que pase por la recta trazada en el 
25 hiperboloide por el vértice del cono que contiene al hiper

boloide y por el punto desde el cual se traza la recta que va 
hacia él61, la sección será una hipérbola, y su diámetro será 
la recta trazada en el conoide desde el vértice del cono

320 P r o p o s i c i ó n  1 5

61 Es decir, «hacia el plano mencionado».
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[Prop. 11], Y en la hipérbola, de las rectas trazadas desde 
cualquier punto de los de la sección paralelas a la recta tra- 322 

zada de ese modo62, las trazadas hacia el lado convexo caen 
fuera y las trazadas hacia el otro lado, dentro [Con. 126],

* * *

Si un plano es tangente a una figura conoide sin cortar 5 
al conoide, le es tangente en un solo punto, y  el plano tra
zado pasando por el punto de contacto y  el eje será perpen
dicular al plano tangente.

Sea tangente, si es posible, en varios puntos.
Si se toman dos puntos en los que el plano tangente toca 10 

al conoide y se trazan desde cada uno de ellos rectas parale
las al eje, al prolongar un plano desde las rectas trazadas pa
ralelas al eje habrá sido trazado por el eje o paralelo al eje.
De manera que producirá una sección cónica como sección 15 

[Prop. 11], y los puntos estarán en la sección cónica, puesto 
que están en la superficie y en el plano. La recta que queda 
entre estos puntos estará dentro de la sección cónica [Con. I 
10], de modo que también estará dentro de la superficie del 
conoide, y esta recta está en el plano tangente, puesto que 20 

también lo están los puntos. Por tanto, el plano tangente es
tará en parte dentro del conoide. Lo cual es imposible, pues 
se había supuesto que no lo cortaba.

Luego le será tangente en un solo punto.

Que el plano trazado por el punto de tangencia y  el eje 
será perpendicular al plano tangente si éste le es tangente 25 

en el vértice del conoide, es evidente.

61 Es decir, «trazada pasando por el vértice del cono que contiene al
hiperboloide».
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Pues trazados dos planos que pasen por el eje del conoi
de, las secciones serán secciones cónicas que tengan por 

324 diámetro al eje [Prop. 11], y las rectas tangentes a las sec
ciones cónicas en el extremo del diámetro pertenecerán al 
plano tangente. Y las rectas tangentes a las secciones cóni
cas en el extremo del diámetro forman ángulos rectos con el 

5 diámetro. Luego en el plano tangente habrá dos rectas per
pendiculares al eje. Luego el plano será perpendicular al eje 
[Elem. XI 4], Luego también es perpendicular al plano tra
zado por el eje [Elem. X I 18],

Ahora, el plano tangente al conoide no lo sea en el 
vértice.

Trácese un plano que 
pase por el punto de tangen
cia y por el eje, y sea la sec
ción del conoide la sección 
cónica ΑΒΓ [Prop. 11], y sea 
ΒΔ su eje y diámetro de la 
sección, y sea la sección del 
plano tangente la recta ΕΘΖ, 

tangente a la sección cónica 
en el punto Θ, y desde Θ trá- 

15 cese ΘΚ perpendicular a ΒΔ, y construyase un plano perpen
dicular al eje. Éste producirá como sección un círculo cuyo 
centro será K [Prop. 11], La intersección de este plano y el 
plano tangente será tangente al círculo. Por tanto, formará 
ángulos rectos con ΘΚ [Elem. III 18], De modo que será 

20 perpendicular al plano en el que están ΚΘ, ΒΔ [Elem. XI, 
def. 4],

Por tanto, es evidente que el plano tangente es perpendi
cular a ese mismo plano, puesto que también lo son las rec
tas que hay en él [Elem. XI 18],
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P r o p o s i c i ó n  16

Si un plano es tangente a cualquiera de las dos figuras 25 

elipsoides sin cortar la figura, le será tangente en un solo 
punto, y  el plano trazado por el punto de contacto y  por el 
eje será perpendicular al plano tangente.

Séale tangente en varios puntos. 326

Si se toman los puntos en los que el plano es tangente al 
elipsoide y desde cada uno de ellos se trazan rectas paralelas 
al eje y se traza un plano que pase por las rectas trazadas, la 5 

sección será una elipse [Prop. 11] y los puntos estarán den
tro de la sección cónica [Con. I 10]. Por tanto, la recta tra
zada entre los puntos estará dentro de la sección cónica; de 
modo que también estará dentro de la superficie del elipsoi
de. Pero la recta está en el plano tangente, puesto que tam- 10 

bién lo están los puntos. Luego una parte del plano tangente 
estará dentro del elipsoide. Pero no lo está, pues se había 
supuesto que no lo cortaba.

Luego es evidente que sólo le será tangente en un punto.
Que el plano trazado por el punto de contacto y por el 

eje será perpendicular al plano tangente (se demostrará) 15 

igual que en el caso del paraboloide y el hiperboloide.
* * $

Si un plano corta por el eje a cualquiera de las figuras 
conoides o esferoides y  se traza una recta tangente a la sec
ción resultante y  se construye un plano que pase por la tan- 20 

gente y  sea perpendicular al plano secante, es tangente63 a

63 Entiéndase «el plano recién construido».
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la figura en el mismo punto en que la recta es tangente a la 
sección cónica.

Pues no le será tangente en otro punto de su superficie. 
25 Si no, la perpendicular trazada desde ese punto al plano se

cante caerá fuera de la sección cónica, pues caerá en la tan
gente, ya que los planos son perpendiculares entre sí. Lo 
cual es imposible, pues se había demostrado que caerá en su 
interior [Prop. 11],

H< *

328 Si dos planos paralelos son tangen tes a una de las figu
ras elipsoides, la recta que une los puntos de tangencia pa
sará por el centro del elipsoide.

5 Si los planos son perpendiculares al eje, es evidente.
Pero no sean perpendiculares.

El plano trazado pasando por el 
eje y por uno de los puntos de con
tacto será perpendicular al plano tan
gente [Prop. 16]; de manera que tam
bién lo será al que le es paralelo. 

Luego es de necesidad que el plano trazado pasando por el 
ío eje y por cada uno de los puntos de tangencia sea el mismo. 

Pues, si no, se habrán trazado dos planos perpendiculares al 
mismo plano pasando por la misma recta que no es perpen
dicular al plano, pues se había supuesto que el eje no era 
perpendicular a los planos paralelos. Luego el eje y los pun

ís tos de tangencia estarán en el mismo plano, y el elipsoide 
habrá sido cortado por el eje. Por tanto, la sección será una 
elipse [Prop. 11] y las intersecciones con los planos tangen
tes serán paralelas [Elem. XI 16] y tangentes a la elipse en 

20 los puntos de tangencia de los planos. Y si dos rectas que
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son paralelas son tangentes a una elipse, el centro de la elip
se y los puntos de tangencia estarán en línea recta.

P r o p o s i c i ó n  17

Si se trazan dos planos paralelos tangentes a cualquiera 
de las figuras elipsoides, y  se traza un plano que pase por el 
centro del elipsoide paralelo a los tangentes, las rectas tra
zadas por la sección resultante64 paralelas a la recta que 
une los puntos de tangencia caerán fuera del elipsoide.

Supóngase lo dicho y  tómese un punto en la sección re
sultante y  trácese un plano por el punto tomado y  por la rec
ta que une los puntos de tangencia. Éste cortará al elipsoide 
y  a los planos paralelos. Sea ΑΒΓΔ la65 sección del elipsoide 
y  las rectas EZ, ΗΘ las secciones con los planos tangentes, A 
el punto tomado y  sea ΒΔ la recta que une los puntos de tan
gencia.

Ésta pasará por el cen
tro [Prop. 16]. La inter
sección del plano paralelo 
a los planos tangentes será 
ΓΑ. Ésta habrá sido traza
da pasando por el centro, 
puesto que también lo ha 
sido el plano. Puesto que ΑΒΓΔ es o bien un círculo o bien 
una elipse [Prop. 14], y  las dos rectas EZ, ΗΘ le son tangen
tes y  ΑΓ ha sido trazada pasando por el centro paralela a

64 Es decir, «por la circunferencia del círculo o por la elipse que resul
te como sección».

65 [Elipse],
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ella s, e s  ev id en te  que las rectas trazadas desde lo s  p untos A, 
20 Γ paralelas a ΒΔ so n  tangentes a la  secc ió n  y  caerán fuera d e l 

e lip so id e .
Pero si el plano paralelo a los planos tangentes no hubie

ra sido trazado pasando por el centro, como ΚΛ, es evidente 
25 que de las rectas trazadas a partir de la sección unas, las que 

están hacia el lado del segmento menor, caerán fuera del 
elipsoide, mientras que las que están hacia el otro lado, dentro.

332 P r o p o s i c ió n  18

Toda figura elipsoide cortada por un plano que pase 
por el centro es cortada en dos partes iguales por el plano, 
tanto ella misma como su superficie.

5 Córtese el elipsoide por un plano que pase por el centro. 
Habrá sido cortado por el eje o perpendicularmente al eje o 
no perpendicularmente al eje.

Si es cortado por el eje o perpendicularmente al eje, es 
evidente que ha sido cortado, tanto él como su superficie, en 

ío dos partes iguales. Pues está claro que una de las partes 
coincide con la otra y  la superficie de una parte con la de la otra.

No sea cortado por el eje ni perpendicularmente al eje.
Si se corta el elipsoide 

por un plano perpendicular 
al plano secante que pase 
por el eje, sea la sección de 
la figura la elipse ΑΒΓΔ, y  
sea ΒΔ su diámetro y  eje 
del elipsoide [Prop. 11], y  

Θ su centro, y  sea la recta α γ  la intersección con el plano se
cante que pasa por el centro.
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Tómese también otro elipsoide igual y semejante a éste, 20 

y una vez cortado por un plano que pase por el eje, sea la 
sección la elipse e z h n ,  y sea EH su diámetro y eje del elip
soide y K  su centro, y por el punto K  trácese la recta ZN  que 25 

forme el ángulo K  igual al ángulo Θ, y por la recta ZN cons
truyase un plano perpendicular al plano en que está la see- 334 

ción EZHN.

Entonces α β γ δ , e z h n  son dos elipses iguales y  semejan
tes entre sí. Por tanto, si se pone EH sobre ΒΔ y  ΖΝ sobre a t ,  

coinciden. Luego también coincide el plano correspondiente 5 

a NZ con el plano correspondiente a a t ,  puesto que ambos 
son perpendiculares al mismo plano a partir de la misma 
recta. Por tanto coincide también el segmento cortado del 
elipsoide hacia el lado de E por el plano correspondiente a 
n z  con el otro segmento, el cortado del otro elipsoide hacia 10 

el lado de B por el plano correspondiente a α γ , y  el segmen
to restante con el segmento restante, y  las superficies de los 
segmentos con las superficies. A la vez, también si se pone 
EH sobre ΒΔ de manera que el punto E quede sobre Δ y  el 15 

punto H sobre B y  la línea entre los puntos N, z sobre la línea 
entre los puntos A , Γ , es evidente que las elipses coincidirán 
una con otra, y  el punto z caerá sobre el punto Γ, y  el punto 20 

N sobre el punto A. E, igualmente, también el plano corres
pondiente a NZ coincide con el plano correspondiente a ΑΓ, 

y  de los segmentos cortados por el plano correspondiente a 
NZ, el (que está) hacia la parte de H coincide con (la parte 25 

que está) hacia B del segmento cortado por el plano corres
pondiente a Α Γ, y  el (que está) hacia la parte de E con el 
(que está) hacia la parte de Δ. Puesto que el mismo segmen
to coincide con cada uno de los otros dos segmentos, es evi
dente que los segmentos son iguales. Por la misma razón, 
también lo son sus superficies.
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D a d o  un seg m en to  d e  cu a lq u ie ra  d e  lo s  d o s  tip o s  d e  c o 

n o id e  co rta d o  p o r  un p la n o  p e r p e n d ic u la r  a l e je , o  un se g -  

5 m entó no m ayor q u e  la  m ita d  d e  un e lip s o id e  d e  una u otra  

c la se  co rta d o  d e  m anera sem eja n te, es  p o s ib le  in scr ib ir  una  

fig u r a  s ó lid a  y  c ir cu n scr ib ir  otra  co m p u esta  d e  c ilin d r o s  d e  

la  m ism a a ltu ra  d e  m od o  q u e  la  f ig u r a  c ircu n scr ita  e x ce d a  

a la  in scrita  en  una m a g n itu d  m en o r q u e  c u a lq u ie r  m a g n i

tu d  só lid a  p ro p u esta .

io Sea dado un segmento, como ΑΒΓ, y una vez cortado és
te por un plano que pase por el eje, sea la sección del seg
mento la sección cónica ΑΒΓ [Prop. 11], y sea ΑΓ la (inter
sección) con el plano que ha cortado el segmento66, y sea ΒΔ 
el eje del segmento y diámetro de la sección, 

is Ya que se ha supuesto que el plano secante era perpen
dicular al eje, la sección es un círculo, y su diámetro ΓΑ 
[Prop. 11], A partir de ese círculo sea un cilindro que tenga 
por eje ΒΔ. Su superficie, entonces, caerá fuera del segmen
to, puesto que es un67 paraboloide, un hiperboloide o un 

20 elipsoide no mayor que la mitad del elipsoide [Props. 15, 
17], Cortando este cilindro sucesivamente por la mitad por 
un plano perpendicular al eje, la parte restante llegará a ser 
menor que la magnitud sólida propuesta [Elem . X I ] .  Sea 
entonces la parte restante de éste68 un cilindro que tenga por

336 P r o p o s i c i ó n  1 9

66 Entiéndase «la intersección del plano que pasa por el eje del seg
mento con el plano que había cortado el segmento objeto de estudio».

67 Ha de entenderse «un segmento de...».
68 Es decir «del cilindro inicial».
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base el círculo de diámetro α γ ,  por eje ΕΔ, y que sea menor 25 

que la magnitud sólida propuesta. Córtese ΒΔ por los puntos 
p, o , π , Ξ en partes iguales a ΕΔ69, y por los puntos de corte 
trácense rectas paralelas a ΑΓ hasta la sección del cono, y a 
partir de las rectas trazadas constrúyanse planos peipendicu- 338 
lares a ΒΔ. Las secciones serán círculos que tengan su centro

A Δ Γ

en la recta ΒΔ [Prop. 11], A partir de cada uno de los círcu
los constrúyanse repetidamente dos cilindros que tengan ca
da uno su eje igual a ΕΔ, uno hacia el lado del círculo en el 5 
que está Δ, otro, hacia el lado en que está B. En el segmento 
estará inscrita una figura sólida compuesta de los cilindros 10 
construidos hacia el lado en que está Δ, y otra circunscrita 
compuesta de los cilindros construidos hacia el lado en que 
está B.

69 La demostración supone el requisito de que BE sea múltiplo de ΕΔ, 
como señala Heiberg, pero Arquímedes no menciona ese punto — tam
poco Heath ni Dijksterhuis— .
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Queda por demostrar que la figura circunscrita excede a 
la inscrita en una magnitud menor que la magnitud sólida 
propuesta.

15 Cada uno de los cilindros de la figura inscrita es igual al 
cilindro construido sobre el mismo círculo hacia el lado de
B, como ΘΗ es igual a Θΐ, κ λ  (igual) a k m  y  lo mismo los 
otros. Y de los cilindros todos y  cada uno son iguales a to
dos y  cada uno.

Por tanto, es evidente que la figura circunscrita excede a 
20 la inscrita en el cilindro que tiene por base el círculo de 

diámetro ΑΓ y por altura ΕΔ. Y éste es menor que la magni
tud sólida propuesta [por const.].

340 Pr o p o sic ió n  2 0

D a d o  un seg m en to  co rta d o  d e  un p a r a b o lo id e  o h ip er

b o lo id e  p o r  un p la n o  q u e  n o  s e a  p e r p e n d ic u la r  a l  e je  o  d e  

5 un o cu a lq u ie ra  d e  lo s  e lip so id e s , n o  m a yor q u e la  m ita d  d e l  

e lip s o id e  co rta d o  d e  m anera sem eja n te, e s  p o s ib le  in scr ib ir  

en e l  seg m en to  una fig u r a  s ó lid a  y  c ir cu n scr ib ir  otra  co m 

p u e s ta  d e  tro n co s  d e  c ilin d ro  q u e  tengan ig u a l altura, d e  

m anera q u e la  f ig u r a  c ircu n scr ita  e x ce d a  a la  in scrita  en  

ío un a  m a g n itu d  m e n o r  q u e  c u a lq u ie r  m a g n itu d  s ó lid a  p r o 

p u esta .

Sea dado un segmento como se ha dicho, y  una vez cor
tada la figura por otro plano que pase por el eje y  sea per
pendicular al plano que cortaba el segmento dado, sea la 
sección de la figura la sección cónica ΑΒΓ y  sea la recta ΓΑ 

15 la (intersección) con el plano que cortaba el segmento. Dado 
que se ha supuesto que el plano que cortaba el segmento no 
era perpendicular al eje, la sección será una elipse y  su diá-
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metro ΑΓ [Prop. 11], Sea ΦΥ paralela a AT y tangente a la 
sección cónica, y séale tangente en el punto B, y por la recta 20 

ΦΥ constrúyase un plano paralelo al plano correspondiente a 
ΑΓ. Éste será tangente a la figura en el punto B [Prop. 16]. Y 
si el segmento lo es de un paraboloide, desde B trácese ΒΔ 

paralela al eje; si lo es de un hiperboloide, desde el vértice 25 

del cono que contiene al hiperboloide prolongúese como ΒΔ 

la recta trazada hasta B; y si lo es de un elipsoide, tómese el 
segmento ΒΔ de la recta trazada hasta B70.

Es evidente que la recta ΒΔ corta en dos partes iguales a 
ΑΓ; por tanto, B será el vértice del segmento y la recta ΒΔ su 342 
eje. Así, hay una elipse de diámetro ΑΓ y una línea ΒΔ alza
da desde su centro en un plano perpendicular al plano en el 
que está la elipse, plano que pasa por el otro diámetro71. Por 5 
tanto, es posible hallar un cilindro que tenga por eje ΒΔ en

70 Entiéndase «desde el centro del elipsoide».
71 Entiéndase «por el otro diámetro de la elipse».
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cuya superficie esté la elipse de diámetro ΑΓ [Prop. 9], Y su 
10 superficie quedará fuera del segmento, puesto que es un 

segmento de paraboloide o de hiperboloide o (un segmento) 
de elipsoide no mayor que la mitad del elipsoide. Y habrá 
un tronco de cilindro que tenga por bases la elipse de diáme
tro α γ  y por eje β δ . Si se corta por la mitad72 el tronco de ci- 

15 lindro por planos paralelos al plano correspondiente a ΑΓ, la 
parte restante llegará a ser menor que la magnitud sólida 
propuesta [Elem. XI ] ,  Sea el tronco de cilindro que tenga 
por base la elipse de diámetro α γ  y por eje ΕΔ menor que la 

20 magnitud sólida propuesta. Divídase ΔΒ en partes iguales a 
δ ε 73, y desde los puntos de corte trácense rectas paralelas a 
ΑΓ hasta la sección cónica, y a partir de las rectas trazadas 
constrúyanse planos paralelos al plano correspondiente a 

25 α γ . Éstos cortan a la superficie del segmento, y (las seccio- 
344 nes) serán elipses semejantes a la elipse de diámetro α γ ,  

puesto que los planos son paralelos [Prop. 14]. A partir de 
cada una de las elipses constrúyanse repetidamente dos 

5 troncos de cilindro — uno hacia el lado de Δ de la elipse y 
otro hacia el lado de B, que tengan sus ejes iguales a δ ε .  Re
sultarán unas figuras sólidas, una inscrita en el segmento y 
otra circunscrita, compuestas de troncos de cilindro que tie
nen igual altura, 

ío Queda por demostrar que la figura circunscrita excede a 
la inscrita en una magnitud menor que la magnitud sólida 
propuesta.

De manera semejante a la proposición anterior se de
mostrará que la figura circunscrita excede a la inscrita en el 

15 tronco de cilindro74 que tiene por base la elipse de diámetro

72 Hay que entender «repetidamente», y se aplica Elem. X  1.
73 Cf. más atrás, n. 69 a la prop. 19.
74 Entiéndase «en una magnitud igual al tronco de cilindro...».
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ΑΓ y  por eje  ε δ . Y  éste  e s  m enor que la  figura só lida  p ro 
puesta  [por const.].

P r o p o s i c i ó n  21

Una vez escritas estas cuestiones previas, demostremos 
lo propuesto sobre las figuras.

T od o  seg m en to  d e  p a r a b o lo id e  co rta d o  p o r  un p la n o  

p e r p e n d ic u la r  a l e je  e s  una v e z  y  m ed ia  e l  co n o  q u e  tien e  la  

m ism a b a se  q u e  e l  seg m en to  y  e l  m ism o eje.

Sea un segmento de paraboloide cortado por un plano 
perpendicular al eje, y una vez cortado éste por otro pla
no que pase por el eje, sea la sección de la superficie75 la pa
rábola ΑΒΓ [Prop. 11], y la (intersección) con el plano que 
corta el segmento la recta γ α , y sea β δ  el eje del segmento, 
y sea también un cono que tenga la misma base que el seg
mento y el mismo eje, cuyo vértice sea B.

Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide es 
una vez y media ese cono.

75 En lugares paralelos (prop. 20, 340, 13-14; prop. 22, 356, 1-2) apa
rece «la sección de la figura (toû mén schematos toma) frente al «la sec
ción de la superficie» (tés mén epiphaneias toma) que encontramos aquí. 
Parece corrupción textual, a la vista de la inexactitud de la expresión 
«sección de la superficie», pero la unanimidad de los manuscritos y la ca
rencia de argumentos paleográficos hacen arriesgada la conjetura de ase
mejar este texto a sus paralelos — más aún teniendo en cuenta que supon
dría recurrir a una perdida lectio facilior—. Aún así hay que hacer notar lo 
anómalo de la expresión. En cualquier caso, aquí el sentido es claramente 
el de «la sección de la superficie resultante del segundo corte».
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io Póngase el cono Ψ que sea una vez y media el cono cu
ya base es el círculo de diámetro ΑΓ y su eje ΒΔ, y sea tam
bién un cilindro que tenga por base el círculo de diámetro 
ΑΓ y por eje ΒΔ. Entonces el cono Ψ será la mitad del cilin
dro76.

15 / \  Digo que el segmento del pa
raboloide es igual al cono Ψ.

Pues si no es igual, será ma
yor o menor.

Sea primero, si es posible,
mayor.

Inscríbase una figura sólida en el segmento y circunscrí- 
20 base otra, compuestas de cilindros que tengan igual altura, 

de modo que la figura circunscrita exceda a la inscrita en 
una magnitud menor que aquella en la que excede el seg
mento del paraboloide al cono Ψ [Prop. 19], y de los cilin
dros que componen la figura circunscrita sea el mayor el 

25 que tenga por base el círculo de diámetro ΑΓ y por eje ΕΔ, y 
sea el menor el que tenga por base el círculo de diámetro ΣΤ 

348 y p0r ej e bi; y de los cilindros que componen la figura ins
crita sea el mayor el que tenga por base el círculo de diáme
tro KA y por eje δ ε , y sea el menor el que tenga por base el 

5 círculo de diámetro ΣΤ y por eje ΘΙ, y prolongúense los pla
nos de todos los cilindros hacia la superficie del cilindro que 
tiene por base el círculo de diámetro ΑΓ y por eje ΒΔ.

Así, el cilindro entero quedará dividido en cilindros 
10 iguales en número a los cilindros que hay en la figura cir

cunscrita e iguales en magnitud al mayor de ellos77. Y pues
to que la figura circunscrita al segmento excede a la figura

76 fPuesto que el cono 'Fes una vez y  media el mismo cono]·, cf. Elem. 
XII 10.

77 Es decir, «al mayor de los cilindros que hay en la figura circunscri
ta».
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inscrita en una magnitud menor que el segmento al cono 
[por const.], es evidente que también la figura inscrita en el 
segmento es mayor que el cono Ψ.

A Δ Γ

El primer cilindro de los que hay en el cilindro entero 
—el que tiene por eje ΔΕ— guarda con el primer cilindro de 
los que hay en la figura inscrita —el que tiene por eje δ ε — 
la misma razón que el cuadrado de ΔΑ con el cuadrado de 
KE [Elem. XII 11 y XII 2], Esa es la misma razón que guar
dan ΒΔ con BE78 y la misma que la que guarda ΔΑ con ΕΞ79.

De la misma manera se demostrará también que el se
gundo cilindro de los del cilindro entero —el que tiene por 
eje EZ—  guarda con el segundo cilindro de los de la figura 
inscrita, la misma razón que ΠΕ —es decir, ΔΑ— con zo, y 
que cada uno de los otros cilindros de los del cilindro en
tero que tienen su eje igual a ΔΕ guardará con cada uno de 
los cilindros de la figura inscrita que tienen el mismo eje la

78 Este aserto figura como enunciado en Cuadr. par. 3; Arquímedes 
omite la demostración y debemos entender que remite a unos Elementos 
de las cónicas — probablemente los de Euclides o Aristeo—  que no han 
llegado hasta nosotros.

79 Por semejanza de triángulos.
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m ism a  razón que la  m itad  d el d iám etro de su  b ase  co n  e l  
segm en to  tom ado de e lla  entre las rectas AB, ΒΔ.

Y la suma de todos los cilindros que hay en el cilindro 
cuya base es el círculo de diámetro ΑΓ y cuyo eje es la recta 
(δ β ), guardará con la suma de todos los cilindros que hay en 
la figura inscrita la misma razón que la suma de todos los 
radios de los círculos que sirven de base a los cilindros di
chos con la suma de todos los segmentos tomados de ellos80 
entre las rectas AB, β δ . Y la suma de los radios indicados es 
mayor que el doble de los segmentos indicados sin α δ ; de 
modo que la suma de todos los cilindros que hay en el cilin
dro cuyo eje es (δ β ) es mayor que el doble de la figura ins
crita. Luego el cilindro entero que tiene por eje ΔΒ es mucho 
mayor que el doble de la figura inscrita. Y era el doble del 
cono Ψ. Luego la figura inscrita es menor que el cono Ψ. Lo 
cual es imposible, pues se había demostrado que era mayor.

Luego el paraboloide no es mayor que el cono Ψ.

E, igualmente, tampoco es menor.
Pues inscríbase y circunscríbase de nuevo la figura, de 

modo que exceda81 en una magnitud menor que aquélla en 
la que el cono ψ excede al paraboloide [Prop. 19], y lo de
más constrúyase igual que en lo anterior.

Entonces, puesto que la figura inscrita es menor que el 
segmento y que la figura inscrita es inferior a la circunscrita 
en una magnitud menor que el segmento al cono Ψ82, está 
claro que la figura circunscrita es menor que el cono Ψ. ϊ  

de nuevo el primer cilindro de los del cilindro entero —el 
que tiene por eje δ ε —  guarda con el primer cilindro de los

80 Es decir, «tomados de los radios».
81 [Cada una]', la glosa es errónea.
82 Entiéndase: «...es inferior a la circunscrita en una magnitud menor 

que aquélla en la que el segmento de paraboloide es inferior al cono Ψ ,...».
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de la figura circunscrita —el que tiene el mismo eje ΕΔ—  la 
misma razón que el cuadrado de lado ΑΔ consigo mismo, y 
el segundo cilindro de los del cilindro entero —el que tiene 
por eje e z —  guarda con el segundo cilindro de los de la fi- 20 

gura circunscrita —el que tiene por eje e z — la misma razón 
que el cuadrado de δ α  con el cuadrado de KE. Y esa razón 
es la misma que la que guarda ΒΔ con BE y la misma que la 
que guarda ΔΑ con ΕΞ83. Y cada uno de los otros cilindros 
del cilindro entero que tienen su eje igual a ΔΕ guardará con 25 

cada uno de los cilindros de la figura circunscrita que tienen 
el mismo eje, la misma razón que la mitad del diámetro de 
su base con el segmento tomado de él84 entre las rectas a b ,  354 

ΒΔ. Y entonces la suma de todos los cilindros del cilindro 
entero cuyo eje es la recta ΒΔ guardará con la suma de todos 
los cilindros de la figura circunscrita la misma razón que la 
suma de todas las rectas con la suma de todas las rectas85. 5 

Pero la suma de todos los radios de los círculos que sirven 
de base a los cilindros es inferior al doble de la suma de to
dos los segmentos tomados de ellos86 junto con ΑΔ. Por tan
to, es evidente que la suma de todos los cilindros del cilin- 10 

dro entero es menor que el doble de los cilindros de la 
figura circunscrita. Luego el cilindro que tiene por base el 
círculo de diámetro ΑΓ y por eje ΒΔ es menor que el doble 
de la figura circunscrita. Pero no lo es, sino que es mayor 15 

que el doble, pues es el doble del cono Ψ y se había demos
trado que la figura circunscrita era menor que el cono Ψ.

83 Cf. en ésta misma proposición 350, 1 y nota al pasaje.
84 Entiéndase: «...tomado de la mitad del diámetro de su base...».
85 Entiéndase: «...guardarán la misma razón que la suma de todos los 

radios con la suma de los segmentos de los mismos tomados entre las rec
tas AB, ΒΔ».

86 Entiéndase: «...tomados de ellos entre las rectas AB, ΒΔ...».
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Luego el segmento de paraboloide tampoco es menor 
que el cono Ψ.

Y se había demostrado que tampoco era mayor. Luego 
20 es una vez y media el cono que tiene la misma base que el 

segmento y el mismo eje.

P r o p o s i c i ó n  22

Y  s i  e l  seg m en to  d e l  p a r a b o lo id e  fu e r a  co rta d o  p o r  un  

p la n o  q u e  no s e a  p e r p e n d ic u la r  a l  e je, ig u a lm en te  ser á  una  

25 v e z  y  m edia  e l  tro n co  d e  co n o  q u e  tien e  la  m ism a b a se  q u e  

e l  seg m en to  y  e l  m ism o eje.

Sea un segmento de paraboloide cortado según se ha di- 
356 cho, y una vez cortado por un plano que pase por el eje 

perpendicular al plano que ha cortado el segmento, sea la 
sección de la figura la parábola α β γ  [Prop. 11], y sea la in
tersección con el plano que cortó el segmento la recta α γ , y 

5 sea la recta ΦΥ paralela a α γ  y tangente a la parábola en el 
punto B, y trácese ΒΔ paralela al eje. Ésta cortará por la mi
tad a α γ ; por la recta ΦΥ construyase un plano paralelo al co
rrespondiente a ΑΔ. Éste será tangente al paraboloide en el 

io punto B [Prop. 16], y el punto B será el vértice del segmento 
y su eje ΒΔ.

Puesto que el plano correspondiente a α γ  ha cortado al 
paraboloide sin ser perpendicular al eje, la sección es una 
elipse y su eje mayor ΑΓ [Prop. 12], Si hay una elipse de eje 

15 γ α  y una recta ΒΔ que ha sido alzada desde el centro de la 
elipse en un plano construido pasando por el eje y perpendi- 

358 cular al plano en el que está la elipse, es posible hallar un ci
lindro que tenga su eje en línea recta con ΒΔ y en cuya su
perficie esté la elipse [Prop. 9].Y también es posible hallar
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un cono que tenga por vértice el punto B y  en cuya superfi
cie esté la elipse [Prop. 8]. De manera que habrá un tronco 
de cilindro que tenga por base la elipse de diámetro ΑΓ y por 
eje β δ , y un tronco de cono que tenga la misma base que el 
tronco de cilindro y que el segmento y el mismo eje.

Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide es 
una vez y media este cono.

Sea el cono Ψ una vez y 
media este tronco87. El tron
co de cilindro que tenga la 
misma base que el segmento 
y el mismo eje será el doble 
que el cono Ψ88, pues éste es una vez y media el tronco de 
cono que tiene la misma base que el segmento y el mismo 
eje, mientras que el tronco de cono mencionado es la tercera 
parte del tronco de cilindro que tiene la misma base que el 
segmento y el mismo eje [Prop. 10].

Luego es de necesidad que el segmento de paraboloide 
sea igual al cono Ψ.

Pues si no es igual, es mayor o menor.
Sea primero, si es posible, mayor.
Inscríbase en el segmento una figura sólida y circunscrí

base otra compuestas de troncos de cilindro que tengan 
igual altura, de manera que la figura circunscrita exceda a la 
inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que exce
de el segmento de paraboloide al cono ψ  [Prop. 20], y trá
cense los planos de los troncos89 hasta la superficie del tron

87 Entiéndase: «...este tronco de cono».
88 Elem. XII 10. Heiberg considera sospechoso el texto desde «pues 

éste es...» hasta «...el mismo eje» (358, 14-19) y no faltan razones — con
sidérese la anómala verbosidad de la explicación en 360, 3-14—  para sos
pechar alteraciones en el texto de esta proposición.

89 «Troncos de cilindro», se entiende.
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co90 que tiene por base la misma que el segmento y el mis- 
360 mo eje. De nuevo, el primer tronco de los del tronco entero 

— el que tiene por eje ΔΕ— guarda con el primer tronco de 
los de la figura inscrita — el que tiene por eje δ ε —  la misma

φ

5 razón que el cuadrado de lado ΑΔ con el cuadrado de lado 
KE, pues los troncos que tienen la misma altura guardan en
tre sí la misma razón que sus bases [Prop. 10]; y sus bases, 
puesto que son elipses semejantes [Prop. 14, corol.], guar
dan la misma razón que los cuadrados de sus diámetros 
homólogos [Prop. 6, corol.], y las rectas α δ , ke son las mi- 

ío tades de sus diámetros homólogos. Y la razón que guardan 
el cuadrado de ΑΔ con el cuadrado de KE es la razón que 
guarda en longitud la recta ΒΔ con la recta BE [Cuadr, Par. 
3], puesto que ΒΔ es paralela al diámetro y ΑΔ, KE son para
lelas a la tangente en el punto B. Y la razón que guarda ΒΔ 

15 con BE es la que guarda ΑΔ con ε ξ .  Por tanto, el primer

90 «De cilindro», se entiende. En ese mismo sentido ha de interpretar
se la mención de los «troncos» a lo largo de todo este párrafo.
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tronco de los del tronco entero guardará con el primer tron
co de los de la figura inscrita la misma razón que ΑΔ con ε ξ .

Y cada uno de los otros troncos del tronco entero que tienen 
su eje igual a ΔΕ guarda con cada uno de los troncos de la 
figura inscrita que tienen el mismo eje la misma razón que 
la mitad del diámetro de sus bases con el segmento tomado 
de él91 entre las rectas AB, ΒΔ.

De la misma manera que en lo anterior se demostrará 
que la figura inscrita es mayor que el cono Ψ y que el tronco 
de cilindro que tiene la misma base que el segmento y el 
mismo eje es mayor que el doble de la figura inscrita. De 
modo que también será mayor que el doble del cono Ψ. Pero 
no lo es, sino que es el doble. Luego el segmento de parabo
loide no es mayor que el cono Ψ.

Por los mismos razonamientos se demostrará que tam
poco es menor.

Por tanto, es evidente que es igual. Luego el segmento 
de paraboloide es una vez y media el tronco de cono que 
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje.

P r o p o s i c i ó n  2 3

S i d e  un p a r a b o lo id e  s e  cortan d o s  seg m en to s m ed ian te  

p la n o s , e l  uno p e r p e n d ic u la r  a l  e je  y  e l  otro  no p e r p e n d ic u 

lar, y  lo s  e je s  d e  lo s  seg m en to s  son  ig uales, lo s  seg m en tos  

será n  ig u a les.

Córtense dos segmentos de un paraboloide según se ha 
dicho, y una vez cortado el paraboloide por un plano que

91 Es decir, «de ese mismo diámetro».
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is pase por el eje92, sea la sección del paraboloide la parábola 
ΑΒΓ [Prop. 11], ΒΔ su diámetro, y séanlo las rectas a z , ε γ  de 
los planos93 —ΕΓ, la del plano perpendicular al eje; ZA, la 
del no perpendicular— y sean ΒΘ, KA los ejes, iguales entre 

20 sí, de los segmentos, y sean B, A  los vértices.
Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide cu

yo vértice es B es igual al segmento de paraboloide cuyo 
vértice es A.

B

Puesto que de la misma parábola han sido quitados dos 
25 segmentos, a a z  y ΕΒΓ, y sus diámetros KA, ΒΘ son iguales, 

el triángulo ΑΛΚ es igual al ΕΘΒ —pues se ha demostrado 
364 que el triángulo AAZ es igual al triángulo ΕΒΓ [Prop. 3]. Trá

cese la recta a x  perpendicular a la prolongación de k a . Y 
puesto que β θ , k a  son iguales, también ε θ , a x  son iguales 
[Elem. VI 1]. En el segmento cuyo vértice es B sea un cono 

5 inscrito que tenga la misma base que el segmento y el mis

92 [Y otro plano perpendicular al eje\.
92 Hay que sobreentender «las intersecciones con el plano que lo corta 

pasando por el eje».
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mo eje, y en el segmento cuyo vértice es Λ sea un tronco de 
cono que tenga la misma base que el segmento y el mismo 
eje, y desde A trácese ΛΝ perpendicular a AZ. Ésta será la al
tura del tronco de cono cuyo vértice es A. El tronco de cono 10 

cuyo vértice es A y el cono cuyo vértice es B guardan entre 
sí la razón compuesta de la razón de sus bases y la de sus al
turas [Prop. 10]; por tanto guardan la razón compuesta de la 15 

que guarda el área comprendida por la elipse de diámetro 
AZ con el círculo de diámetro ΕΓ y de la que guarda NA con 
ΒΘ. Por otro lado, el área comprendida por la elipse guarda 
con el mismo círculo94 la misma razón que el rectángulo 20 

comprendido por los diámetros con el cuadrado de lado ΕΓ 

[Prop. 5]95. Entonces el tronco de cono guardaría con el co- 366 
no la razón compuesta de la que guarda AK con AX —puesto 
que AX es igual a ΕΘ— y de la que guarda AN con ΒΘ. La 10 

(razón compuesta) de las razones mencionadas, la que guar
da AK con AX, es la misma que la que guarda AK con AN. 

Luego el segmento96 guarda con el cono la razón (compues
ta de la) de AK a AN y la de AN con ΒΘ. Y ΒΘ es igual a KA 

[por hipót.]. Luego es evidente que el tronco de cono cuyo 15 

vértice es A es igual al cono cuyo vértice es B.

Por tanto está claro que los segmentos97 son iguales, 
puesto que uno de ellos es una vez y media el cono [Prop. 21]

94 El círculo de diámetro ΕΓ.
95 [ 7  e l  tro n co  d e  co n o  cu yo  v é r tic e  e s  /1 g u a r d a  con e l  con o  cu yo  v é r 

tic e  e s  B  la  ra zón  co m p u e sta  d e  la  q u e  g u a rd a  KA con Ε Θ γ la  que g u a r d a  
NA con ΒΘ, p u e s to  q u e  KA e s  la  m ita d  d e l d iá m e tro  de  la  b a s e  d e l tro n co  
d e  con o  cu yo  v é r tic e  e s  A, m ien tra s  q u e  ΕΘ es la  m ita d  d e l  d iá m etro  d e  la  
b a se  d e l  con o  y  ΑΝ, ΒΘ so n  su s  a ltu ras. Λ Ν g u a rd a  con ΒΘ la  m ism a ra zó n  
qu e con  KA, p u e s to  qu e ΒΘ e s  ig u a l a  KA. 7  A N  g u a rd a  tam bién  con K A  la 
razón  d e  XA con  AK],

96 «Segmento de cono», se entiende.
97 «Los segmentos del paraboloide», se entiende.
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y el otro es una vez y media el tronco de cono [Prop. 22], 
que son iguales.

20 P r o p o s i c i ó n  2 4

S i d e  un p a r a b o lo id e  s e  cortan  d o s  seg m en to s p o r  p la 

n o s  trazados d e  c u a lq u ie r  m anera, lo s  seg m en to s g u a rd a 

rán en tre s í  la  m ism a ra zón q u e lo s  cu a d ra d o s co n stru id o s  

s o b r e  su s ejes.

368 Córtense de un paraboloide dos segmentos al azar y sea 
K igual al eje de uno de los segmentos, y A igual al del otro.

Se ha de demostrar que los segmentos guardan entre sí 
5 la misma razón que los cuadrados de lado K, A.

B

K

Una vez cortado el paraboloide por un plano que pase 
por el eje, sea la sección del segmento la parábola ΑΒΓ 
[Prop. 11] y  su eje ΒΔ, y  tómese ΒΔ igual a K, y  por Δ tráce

lo se un plano perpendicular al eje. El segmento del paraboloi
de que tiene por base el círculo de diámetro ΑΓ y  por eje ΒΔ
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es igual al segmento que tiene su eje igual a K [Prop. 23]. 
Por tanto, si también κ  es igual a Λ, está claro que también 
los segmentos serán iguales entre sí, pues cada uno de ellos 
es igual a lo mismo; y  también los cuadrados de lado K, A 
son iguales. De manera que los segmentos guardarán la 
misma razón que los cuadrados construidos sobre sus ejes.

Pero si A no es igual a K, sea A igual a ΒΘ, y  por Θ tráce
se un plano perpendicular al eje. El segmento que tiene por 
base el círculo de diámetro EZ y  por eje ΒΘ es igual al seg
mento que tiene su eje igual a A. Inscríbanse conos que ten
gan por base los círculos de diámetro ΑΓ, EZ y  por vértice el 
punto B.

El cono que tiene por eje ΒΔ guarda con el cono que tie
ne por eje ΒΘ la razón compuesta de la que guarda el cua
drado de lado ΑΔ con el cuadrado de lado ΘΕ y  de la razón 
que guarda ΔΒ con B© en longitud [Prop. 10]. Y la razón que 
guarda el cuadrado de δ α  con el cuadrado de ©E es la 
que guarda ΒΔ con B© en longitud [Cuadr. Parab. 3], Luego 
el cono que tiene por eje ΒΔ guarda con el cono que tiene 
por eje B© la razón compuesta de la que guarda ΔΒ con ©B y  
la que guarda ΔΒ con B©. Esa razón es la misma que la que 
guarda el cuadrado de lado ΔΒ con el cuadrado de lado ©B.
Y la razón que guarda el cono que tiene por eje ΒΔ con el 
cono que tiene por eje ©B, esa razón guarda el segmento de 
paraboloide que tiene por eje ΔΒ con el segmento que tiene 
por eje ©B98. Y el segmento de paraboloide que tiene su eje 
igual a K es igual al segmento que tiene por eje ΒΔ, mientras 
que el segmento de paraboloide que tiene su eje igual a A es 
igual al segmento que tiene por eje ©B, y  K es igual a ΒΔ y  A 
es igual a ©B.

98 [Pues cada uno es una vez y  media] [Prop. 21],
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20 Luego es evidente que el segmento de paraboloide que 
tiene su eje igual a K guarda con el segmento de paraboloide 
que tiene su eje igual a A la misma razón que el cuadrado de 
lado K con el cuadrado de lado Λ.

P r o p o s i c i ó n  2 5

25 T od o  seg m en to  d e  h ip e r b o lo id e  co rta d o  p o r  un p la n o  

p e r p e n d ic u la r  a l e je  g u a rd a  con  e l co n o  q u e  tien e  la  m ism a  

b a s e  q u e  e l  seg m en to  e  ig u a l a ltu ra  la  m ism a ra zón  q u e  

372 gu a rd a  la  recta  ig u a l a la  sum a d e l  e je  d e l seg m en to  m ás e l  

trip le  d e  la  a ñ a d id a  a l  e j e 99 co n  la  re c ta  ig u a l a la  sum a d e l  

e je  d e l  seg m en to  m ás e l  d o b le  d e  la  a ñ a d id a  a l  eje.

5 Sea un segmento de hiperboloide cortado por un plano 
perpendicular al eje, y  una vez cortado por otro plano que 
pase por el eje, sea la sección del propio hiperboloide la 
hipérbola ΑΒΓ [Prop. 11], y  (la intersección) con el plano 

ío secante la recta ΑΓ, y  sea ΒΔ el eje del segmento y  sea ΒΘ la 
añadida al eje y  sean ΖΘ y  ZH iguales a ΒΘ.

a Ω Ω Ω Ω

Se ha de demostrar que el segmento guarda con el cono 
que tiene la misma base que el segmento y  el mismo eje la 

is misma razón que ΗΔ con ΖΔ.

99 La definición de esta expresión figura en la Carta-dedicatoria de es
te tratado (250, 6 y ss.).
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Sea un cilindro que tenga la misma base que el segmen
to y  el mismo eje, y  sean ΦΑ, Γ Υ  generatrices, y  sea también 
un cono, en el que figura Ψ, y  guarde con el cono que tiene 
la misma base que el segmento y  por eje la recta ΒΔ la mis
ma razón que la que guarda ΗΔ con ΔΖ.

Afirmo que el segmento de hiperboloide es igual al 
cono Ψ.

Pues si no es igual, o bien es mayor o menor.
Sea primero, si es posible, mayor.

M

H

-Z

'  P1 ■ \

Λ y X \ K
✓ E N

+Θ

B

Inscríbase en el segmento una figura sólida y circuns
críbase otra compuestas de cilindros que tengan la misma 
altura, de tal modo que la figura circunscrita exceda a la 
inscrita en una magnitud menor que aquella en la que exce
de el segmento de hiperboloide al cono Ψ [Prop. 19], y pro
longúense los planos de todos los cilindros hasta la superfi-



322 A R Q U ÍM ED ES

c íe  d e l c il in d ro  q u e  tie n e  p o r  b a se  e l c írc u lo  d e  d iá m e tro  ΑΓ 
y  p o r  e je  β δ . El c il in d ro  e n te ro  h a b rá  sid o  d iv id id o  e n  c ilin - 

5 d ro s  ig u a le s  en  n ú m e ro  a  lo s  c il in d ro s  q u e  h a y  e n  la  f ig u ra  
c irc u n sc rita  e ig u a le s  e n  m a g n itu d  a l m a y o r  d e  e llo s.

Y puesto que la figura circunscrita excede a la inscrita 
en una magnitud menor que el segmento al cono Ψ y la figu-

10 ra circunscrita es mayor que el segmento, es evidente tam
bién que la figura inscrita es mayor que el cono Ψ. Sea b p  la 
tercera parte de ΒΔ. Entonces ΗΔ será el triple de ΘΡ. Y pues
to que el cilindro que tiene por base el círculo de diámetro 
ΑΓ y por eje ΒΔ guarda con el cono que tiene la misma base

is y  e l m ism o  e je  la  m is m a  ra z ó n  q u e  ΗΔ c o n  θ ρ  y  q u e , p o r  o tra  
p a r te , e l co n o  m e n c io n a d o  g u a rd a  c o n  e l co n o  Ψ la  m ism a  

376 ra z ó n  q u e  ΖΔ c o n  ΗΔ, e n to n c e s  e l c il in d ro  m e n c io n a d o  g u a r 
d a rá  c o n  e l co n o  Ψ la  m ism a  ra z ó n  q u e  z a  c o n  ΘΡ [Elem. V  
231, d ad o  q u e  h a y  tre s  m a g n itu d e s  e n  p ro p o rc ió n  p e r tu rb a d a  
[Elem. V , d ef. 18].

Dispónganse unas rectas, en las que figura Ξ, iguales en 
número a los segmentos que hay en la recta ΒΔ, e iguales 

5 cada una en magnitud a ZB, y apliqúese a cada una de ellas 
un área excedente en la figura de un cuadrado, y sea la ma
yor igual al rectángulo ΖΔΒ y la menor igual al ZIB, y 
excédanse los lados de las áreas excedentes unos a otros en

11 lo  m is m o 100, y  sea  e l lad o  d e l á rea  e x c e d e n te  m a y o r  — e n  la  
q u e  f ig u ra  N—  ig u a l a  ΒΔ, y  e l lad o  d e l á re a  e x c e d e n te  m e 
n o r  ig u a l a  Bi, y  h a y a  ta m b ié n  o tra s  á rea s  — e n  la s  q u e  f ig u 
ra  Ω—  ig u a le s  e n  n ú m e ro  a  é s ta s , y  e n  m a g n itu d  ig u a l c a d a

is una al área mayor, la comprendida por ΖΔΒ. El cilindro que 
tiene por base el círculo de diámetro ΑΓ y por eje ΔΕ guarda

100 [P u es la s  q u e  son  ig u a les  a  e lla s  q u e  están  en la  re c ta  β δ  tam b ién  
exceden  un as d e  o tra s  en lo  m ism o ], Arquímedes no hace constar que los 
excesos en que se exceden las áreas deban ser, además de iguales entre sí, 
iguales a ΒΔ, pero se deduce de las conclusiones.
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con el cilindro que tiene por base el círculo de diámetro K A  

y  por eje a e  la misma razón que el cuadrado de δ α  con el 
cuadrado de KE [Elem. XII 1 1 , X II2 ], Y ésa es la misma ra- 20 

zón que guarda el rectángulo comprendido por ζ δ ,  ΒΔ con el 
rectángulo comprendido por ZE, BE, pues eso ocurre en toda 
hipérbola101. Y el área ΞΝ es igual al rectángulo comprendí- 25 

do por ΖΔ, ΒΔ mientras que el área ΞΜ es igual al rectángulo 
comprendido por ZE, BE, pues Ξ es igual a ZB, M es igual a 
b e  y  N es igual a ΒΔ. Luego el cilindro que tiene por base el 378 

círculo de diámetro Α Γ  y  por eje δ ε  guardará con el cilindro 
que tiene por base el círculo de diámetro K A  y  por eje δ ε  la 
misma razón que el área Ω con el área ΞΜ. 5

Del mismo modo se demostrará también que cada uno 
de los demás cilindros del cilindro entero que tienen por eje 
la recta igual a ΔΕ guarda con el cilindro de la figura inscrita 
que tiene el mismo eje102 la misma razón que la que guarda 
el área Ω con el área correspondiente de las aplicadas a Ξ y  10 

que excedían en un cuadrado.
Y entonces hay algunas magnitudes —los cilindros del 

cilindro entero cada uno de los cuales tiene el eje igual a 
ΔΕ— y otras magnitudes —las áreas en las que figura Ω—, 
iguales a ellas en número, que guardan la misma razón to
madas de dos en dos, puesto que los cilindros son iguales 15 

entre sí y las áreas a  son iguales entre sí, y algunos de los 
cilindros guardan razón con otros cilindros, los que están en 
la figura inscrita, pero el último no guarda razón con ningu
na figura; y las áreas en las que figura Ω están en razón con 20

101 [Q u e e l  d o b le  d e  la  a ñ a d id a  a l  eje, es  d ecir, e l  d o b le  de  la  rec ta  
tra za d a  d e sd e  e l  cen tro , e s  e l  la d o  tra n sve rso  d e  la  f ig u ra ] . El carácter de 
glosa de la frase se evidencia por el uso de terminología creada por Apo- 
lonio.

102 Se entiende «el mismo eje que el cilindro correspondiente de los 
del cilindro entero».
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otras áreas —las aplicadas a Ξ y que son excedentes en una 
figura de cuadrado— , en la misma razón las que se corres
ponden, mientras que la última no guarda razón con ningu
na. Luego es evidente que la suma de todos los cilindros del 
cilindro entero guardará con la suma de todos los cilindros 

25 de la figura inscrita la misma razón que la suma de todas las 
áreas Ω con la suma de todas las áreas aplicadas excepto la 
mayor [Prop. 1], Y se ha demostrado que la suma de todas 
las áreas Ω guarda con la suma de todas las áreas aplicadas 
excepto la mayor una razón mayor que la que guarda ΝΞ con 

380 la recta igual a la suma de la mitad de E y la tercera parte de 
N [Prop. 2], De modo que también el cilindro entero guarda 
con la figura inscrita una razón mayor que la que guarda ΖΔ 
con ΘΡ. Que es la que se había demostrado que guardaba el 

5 cilindro entero con el cono Ψ. Luego el cilindro entero 
guarda con la figura inscrita una razón mayor que con el 
cono Ψ. De modo que el cono Ψ es mayor que la figura ins
crita [Elem. V 8]; lo cual es imposible, pues se había de
mostrado que la figura inscrita era mayor que el cono Ψ. 

ío Luego el segmento de hiperboloide no es mayor que el 
cono Ψ.

Ni tampoco menor. Pero sea, si es posible, menor.
Inscríbase de nuevo en el segmento una figura sólida y 

circunscríbase otra compuesta de cilindros que tengan la 
misma altura, de tal modo que la figura circunscrita exceda 

15 a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que 
excede el cono al segmento, y lo demás constrúyase del 
mismo modo.

Puesto que la figura inscrita es menor que el segmento y 
la figura circunscrita excede a la inscrita en una magnitud 

20 menor que el cono Ψ al segmento, es evidente que también 
la figura circunscrita es menor que el cono Ψ. Y de nuevo el 
primer cilindro de los del cilindro entero, el que tiene por
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eje ΔΗ, guarda con el primer cilindro de los de la figura cir
cunscrita, el que tiene por eje δ ε ,  la misma razón que el área 25 

n  con la suma de Ξ, N103, y cada uno de los otros cilindros 
del cilindro entero que tienen por eje una recta igual a δ ε  

guarda con el cilindro de la figura circunscrita —con el que 
le corresponde y tiene el mismo eje— la misma razón que el 382 
área Ω con la suma del área correspondiente de las aplicadas 
a Ξ más el exceso, por ser cada uno de los (cilindros) cir
cunscritos salvo el mayor igual a cada uno de los inscritos 
incluido el mayor. Así, el cilindro entero guardará con la fi- 5 

gura circunscrita la misma razón que la suma de todas las 
áreas Ω con la suma de las áreas aplicadas más los excesos 
[Prop. 1],

De nuevo se ha demostrado que la suma de todas las 
áreas Ω guarda con la suma de todas las otras una razón me
nor que la que guarda la suma de Ξ, N con la recta igual a la 10 

suma de la mitad de Ξ más la tercera parte de N [Prop. 2],
De modo que también el cilindro entero guardará con la fi
gura circunscrita una razón menor que la de ΖΔ con ΘΡ. Pero 
ΖΔ es a ΘΡ como el cilindro entero al cono Ψ. Luego el pro- 15 

pió cilindro guarda con la figura circunscrita una razón me
nor que con el cono Ψ. De manera que la figura circunscrita 
es mayor que el cono Ψ [Elem. V 8], Lo cual es imposible. 
Pues se había demostrado que la figura circunscrita era me
nor que el cono Ψ.

Luego el segmento de hiperboloide no es menor que el 20 

cono Ψ.
Puesto que no es ni mayor ni menor, queda demostrado 

lo propuesto.

103 [Pues cada uno es igual al otro].
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P r o p o s i c i ó n  26

E incluso si el segmento de hiperboloide es cortado por 
25 un plano no perpendicular a su eje, guardará con el seg

mento de cono que tenga la misma base que el segmento y  
el mismo eje la misma razón que una recta igual a la suma 

384 del eje del segmento más el triple de la añadida al eje con 
la recta igual a la suma del eje más el doble de la añadida 
al eje.

Sea un segmento de hiperboloide cortado por un plano 
5 según se ha dicho, y una vez cortada la figura por otro plano 

que pase por el eje y perpendicular al plano que cortó el 
segmento, sea la sección de la figura la hipérbola ΑΒΓ [Prop. 
11] y la intersección con el plano que cortó el segmento la 
recta ΓΑ, y sea el vértice del cono que contiene al hiperbo- 

ío loide el punto Θ, y trácese por el punto B y paralela a Α Γ la 
recta ΦΥ tangente a la hipérbola, y séale tangente en el punto 
B y prolongúese la recta trazada desde Θ hasta B. Ésta corta
rá por la mitad a Α Γ, y el punto B será el vértice del segmen

ts to, β δ  su eje y ΒΘ la añadida al eje. Sean ΘΖ y ZH iguales a 
ΒΘ, y desde φ υ  constrúyase un plano paralelo al correspon
diente a ΑΓ: será tangente al hiperboloide en el punto B 

[Prop. 16]. Y puesto que el plano correspondiente a Α Γ  corta 
20 al hiperboloide sin ser perpendicular al eje, la sección será 

una elipse, y su eje mayor ΓΑ [Prop. 13], Habiendo una elip
se de diámetro Α Γ y una recta ΒΔ alzada desde el centro en 

25 un plano construido a partir del diámetro104 que es perpendi
cular al plano en que está la elipse, es posible hallar un ci-

104 « D esd e  el diám etro de la  e íip se » , se  entiende.
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lindro que tenga su eje en línea recta con ΒΔ y en cuya su
perficie esté la elipse de diámetro α γ  [Prop. 9], Una vez 386 

hallado, habrá un tronco de cilindro que tenga la misma ba
se que el segmento y el mismo eje, y cuya otra base esté en 
el plano correspondiente a ΦΥ, A la vez, es posible también 5 

hallar un cono que tenga por vértice el punto B y en cuya 
superficie esté la elipse de diámetro α γ  [Prop. 8 ], Una vez 
hallado, habrá también un tronco de cono que tenga la mis
ma base que el tronco de cilindro y que el segmento, y  el 
mismo eje. 10

Se ha de demostrar que el segmento de hiperboloide 
guarda con el segmento de cono indicado la misma razón 
que ΗΔ con ΔΖ.

ω Ω n Ω Ω

Guarde el cono Ψ con el tronco de cono la misma razón 
que ΗΔ con ΔΖ. Entonces, si el segmento de hiperboloide no 15 

es igual al cono Ψ, sea, si es posible, mayor.
Inscríbase en el segmento de hiperboloide una figura só

lida y circunscríbase otra compuesta de troncos de cilindro 
que tengan igual altura, de tal manera que la figura circuns
crita exceda a la inscrita en una magnitud menor que aquélla 20 

en la que excede el segmento de hiperboloide al cono Ψ 3ss 
[Prop. 20]. Puesto que la figura circunscrita, siendo mayor 
que el segmento, excede a la figura inscrita en una magnitud 
menor que el segmento al cono Ψ, es evidente que la figura 
inscrita es mayor que el cono Ψ. Prolongúense los planos de 5
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todos los troncos de cilindro105 inscritos en el segmento has
ta la superficie del tronco de cilindro que tiene la misma ba

se que el segmento y el mismo eje, y sea bp la tercera parte 
10 de ΒΔ, y lo demás construyase como en las proposiciones 

anteriores.

105 Se refiere a los planos de las bases de los troncos de cilindro, como 
en proposiciones anteriores. También como en las proposiciones anterio
res, las menciones que en lo sucesivo se hagan a lo largo de la proposición 
a los «troncos» hay que entenderlas referidas a estos «troncos de cilindro» 
de que se componen las figuras inscrita y circunscrita.
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De nuevo, el primer tronco de los del tronco entero — el 
que tiene por eje ΔΕ—  guarda con el primer tronco de los de 
la figura inscrita —el que tiene por eje ΔΕ— la misma razón 
que el cuadrado de lado α δ  con el cuadrado de lado KE, 
pues los troncos de cilindro que tienen la misma altura 15 

guardan entre sí la misma razón que sus bases [Prop. 10]; y 
sus bases, puesto que son elipses semejantes [Prop. 14, co- 
rol.], guardan entre sí la misma razón que los cuadrados 
construidos sobre sus ejes correspondientes [Prop. 6 corol.].
Y la  razón  que guarda e l cuadrado d e lado ΑΔ con  e l  cua- 20 

drado de lado KE es la  que guarda e l rectángulo  ΖΔΒ c o n  el 
rectángulo ZEB, p u esto  que ΖΔ ha sid o  trazada p asando por  
Θ, punto en  e l que se  cortan las asín to tas106, y  la s  rectas ΑΔ,
KE son paralelas a la tangente en el punto B. Por otro lado, 
el rectángulo ΖΔΒ es igual al área Ω, y  el ZEB es igual a la 25 

suma de las áreas Ξ, M. Luego el primer tronco de los del 
tronco entero —el que tiene por eje ΔΕ— guarda con el pri
mer tronco de los de la figura inscrita —el que tiene por eje 390 

ΔΕ— la misma razón que el área Ω con la suma de las áreas 
Ξ, M. Y cada uno de los otros troncos de los del cilindro en
tero que tienen su eje igual a ΔΕ guardan con el tronco co
rrespondiente de los de la figura inscrita que tienen su eje 5 

igual a ΔΕ la misma razón que el área Ω con la correspon
diente (área) de las aplicadas a Ξ y  excedentes en la forma 
de un cuadrado.

De nuevo tenemos ciertas magnitudes —los troncos de 
cilindro del tronco entero— y otras magnitudes —las áreas 10 

en las que figura Ω— iguales en número a los troncos y que 
guardan con ellos de dos en dos la misma razón; y los tron
cos guardan razón con otros troncos que hay en la figura 
inscrita, pero el último tronco no guarda razón con ninguno,

106 Gr. hai éngista eutheîai; cf. Introducción, pág. 48.
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15 y las áreas Ω guardan razón con otras áreas — las aplicadas a 
Ξ, que exceden en figuras de cuadrado—  en la misma razón 
las homologas, pero la última no guarda razón con ninguna. 
Es evidente que la suma de todos los troncos107 guardará 
con la suma de todos108 la misma razón que la suma de to- 

20 das las áreas n  con la suma de todas las áreas aplicadas ex
cepto la mayor [Prop. 1], Y la suma de todas las áreas Ω 
guarda con la suma de todas las áreas aplicadas excepto la 
mayor una razón mayor que la que guarda la suma de Ξ, N 
con la recta igual a la suma de la mitad de Ξ con la tercera 

25 parte de N [Prop. 2], Luego el tronco entero guarda con la 
figura inscrita una razón mayor que la que guarda la suma 
de Ξ, N con la recta igual a la suma de la mitad de Ξ con la 
tercera parte de N; de modo que también es mayor que la ra
zón que guarda ΖΔ con ΘΡ. Luego el tronco entero guarda 
con la figura inscrita una razón mayor que con el cono Ψ.

392 Lo cual es imposible, pues se había demostrado que la figu
ra inscrita era mayor que el cono Ψ

Luego el segmento de hiperboloide no es mayor que el 
cono Ψ.

Y si el segmento de hiperboloide es menor que el cono 
5 Ψ, tras inscribir en el segmento una figura sólida y circuns

cribir otra compuesta de troncos de cilindro que tengan la 
misma altura, de manera que la figura circunscrita exceda a 
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que ex- 

ío cede el cono ψ  al segmento, de nuevo se demostrará de ma
nera semejante que la figura circunscrita es menor que el 
cono ψ y que el tronco de cilindro que tiene la misma base 
que el segmento y el mismo eje guarda con la figura cir
cunscrita una razón menor que con el cono Ψ. Lo cual es

107 Entiéndase «del tronco entero».
108 Entiéndase: «de todos los troncos de la figura inscrita».
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imposible; por tanto, el segmento de hiperboloide tampoco 15 

es menor que el cono Ψ.
Luego es evidente lo propuesto.

P r o p o s i c i ó n  27

En todo elipsoide cortado por un plano que pase por el 
centro, perpendicular al eje, la mitad del elipsoide es el do- 20 

ble del cono que tiene la misma base que el segmento y  el 
mismo eje.

Sea una figura elipsoide cortada por un plano que pase 
por el centro perpendicular al eje, y una vez cortada por otro 
plano que pase por el eje, sea la sección de la figura la elip- 25 

se α β γ δ  [Prop. 11], sea ΒΔ su diámetro y eje del elipsoide, y 
Θ su centro. No habrá ninguna diferencia si ΒΔ es el diáme
tro mayor de la elipse o el menor. Sea la intersección con el 
plano que ha cortado la figura la recta γ α .  Esta recta pasará 394 

por Θ y formará ángulos rectos con ΒΔ, dado que se ha su
puesto que el plano había sido trazado pasando por el centro 
y que era perpendicular al eje [Elem. XI 18; XI, def. 4],

Se ha de demostrar que la mitad del elipsoide, el seg- 5 

mentó que tiene por base el círculo de diámetro ΑΓ y  por 
vértice el punto B, es el doble del cono que tiene la misma 
base que el segmento y  el mismo eje.

Sea un cono —en el que figura Ψ— , doble del cono que 10 

tiene la misma base que el segmento y  el mismo eje, ΘΒ.
Digo que la mitad del elipsoide es igual al cono Ψ.
Pues si la mitad del elipsoide no es igual al cono Ψ, sea 

primero, si es posible, mayor.
Inscríbase en el segmento que es la mitad del elipsoide 15 

una figura sólida, y circunscríbase otra, compuestas de ci-
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lindros que tengan igual altura, de modo que la figura cir
cunscrita exceda a la inscrita en una magnitud menor que 
aquélla en la que excede la mitad del elipsoide al cono Ψ 

20 [Prop. 19]. Puesto que la figura circunscrita es mayor que la 
mitad del elipsoide, excede a la figura inscrita en una mag
nitud menor que aquélla en la que excede la mitad del elip
soide al cono Ψ; por tanto es evidente que la figura inscrita 
en el segmento que es la mitad del elipsoide es también ma- 

25 yor que el cono Ψ.

Sea un cilindro que tenga por base el círculo de diáme- 
396 tro ΑΓ, y  por eje ΒΘ. Puesto que este cilindro es el triple del 

cono que tiene la misma base que el segmento y  la misma 
altura [Elem. XII 10; cf. prop. 10] y  el cono Ψ es el doble 
del mismo cono, es evidente que el cilindro es una vez y  
media el cono Ψ.
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Prolongúense los planos de todos los cilindros de los 5 
que se compone la figura inscrita hasta la superficie del ci
lindro que tiene la misma base que el segmento y el mismo 
eje. Entonces el cilindro entero habrá sido dividido en cilin
dros iguales en número a los cilindros de la figura circuns- 10 

crita, e iguales en magnitud al mayor de ellos. Dispónganse 
líneas —en las que figura Ξ— iguales en número a los seg
mentos de la recta ΒΘ e igual cada una en tamaño a ΒΘ, y 
constrúyase sobre cada una un cuadrado y quítese del últi- 15 

mo cuadrado un gnomon109 de anchura igual a Bl. Éste será 
igual al rectángulo comprendido por Bl, ΙΔ; del cuadrado 
inmediato a éste quítese un gnomon que tenga de anchura el 
doble de Bl. Éste será igual al rectángulo comprendido por 20 

BX, XA. Y, sucesivamente, quítese del cuadrado inmediato 
un gnomon cuya anchura sea mayor en un segmento que la 
anchura del gnomon quitado antes que él. Cada uno de ellos 39s 

será igual al rectángulo comprendido por los segmentos de 
ΒΔ, segmentos de los cuales uno es igual a la anchura del 
gnomon. Y resultará que el cuadrado restante del segundo 5 

cuadrado tendrá el lado igual a ΘΕ. Y el primer cilindro — el 
que tiene por eje ©E—  de los del cilindro entero, guarda con 
el primer cilindro — el que tiene el mismo eje ©E— de los 
de la figura inscrita, la misma razón que el cuadrado de lado 10 

A© con el cuadrado de lado KE [Elem. XII 11; XII 2], de 
manera que también la (misma que guarda) el rectángulo 
comprendido por B©, ©Δ con el rectángulo comprendido por 
BE, ΕΔ [Con. I 21], Y entonces el cilindro guarda con el ci
lindro la misma razón que el primer cuadrado con el gno
mon quitado del segundo cuadrado. De modo semejante, 15 

también cada uno de los otros cilindros que tienen el eje 
igual a ©E guarda con el cilindro que hay en la figura inscri-

109 Para la definición de gnomon, v. nota 82 a Esf. cil. I, 16.
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ta y que tiene el mismo eje la misma razón que el cuadrado 
20 dispuesto de manera semejante a él con el gnomon quitado 

del cuadrado siguiente.
Y hay unas magnitudes, los cilindros del cilindro entero, 

y otras, los cuadrados construidos sobre las líneas Ξ Ξ, igua
les en número a los cilindros que guardan de dos en dos la 

25 misma razón; y los cilindros guardan razón con otras magni
tudes —los cilindros de la figura inscrita— y el último no 
guarda razón con ninguno; y los cuadrados guardan razón 
con otras magnitudes —los (gnómones) quitados de los cua
drados— guardando los homólogos la misma razón, pero el 

30 último cuadrado no guarda razón con ninguno. Así pues, la 
400 suma de todos los cilindros que hay en el cilindro entero 

guardará con la suma de todos los otros cilindros la misma 
razón que la suma de todos los cuadrados con la suma de 
todos los gnómones quitados de ellos [Prop. 1], Por tanto, el 

5 cilindro que tiene la misma base que el segmento y el mis
mo eje guarda con la figura inscrita la misma razón que la 
suma de los cuadrados con la suma de todos los gnómones 
quitados de ellos. Y la suma de los cuadrados es mayor que 
una vez y media la suma de todos los gnómones quitados de 

ío ellos. Y se han dispuesto unas líneas ξ ρ , ξ ς ,  ξ τ ,  ξ υ ,  ξ φ 110 

que se exceden unas a otras en la misma magnitud, y la me
nor es igual al exceso; y hay otras líneas —en las que figu
ran las dos Ξ Ξ— iguales en número a éstas, y en magnitud 
igual cada una a la mayor. Así, la suma de los cuadrados 

15 que tienen por lado todas las rectas que son iguales cada una 
a la mayor es menor que el triple de la suma de todos los 
cuadrados que tienen por lado las rectas que se exceden en
tre sí en lo mismo, pero mayor que el triple de la suma de 
los restantes excepto el que tiene por lado la recta mayor

110 [ΞΨ, ΞΩ\.
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— e s o  e s t á  d e m o s t r a d o  e n  l o s  l i b r o s  p u b l i c a d o s  Sobre las 
espirales111. P u e s t o  q u e  l a  s u m a  d e  t o d o s  l o s  c u a d r a d o s  e s  20 

m e n o r  q u e  e l  t r i p l e  d e  l o s  o t r o s  c u a d r a d o s  — l o s  q u e  h a n  s i 

d o  q u i t a d o s  d e  e l l o s — , e s  e v i d e n t e  q u e  e s  m a y o r  q u e  u n a  

v e z  y  m e d i a  l o s  r e s t a n t e s ;  l u e g o  s o n  m a y o r e s  q u e  u n a  v e z  y  

m e d i a  l o s  g n ó m o n e s .  D e  m a n e r a  q u e  t a m b i é n  e l  c i l i n d r o  

q u e  t i e n e  l a  m i s m a  b a s e  q u e  e l  s e g m e n t o  y  e l  m i s m o  e j e  e s  25 

m a y o r  q u e  u n a  v e z  y  m e d i a  l a  f i g u r a  in s c r i t a .  L o  c u a l  e s  

i m p o s i b l e ,  p u e s  e s  u n a  v e z  y  m e d i a  e l  c o n o  Ψ , y  s e  h a b í a  

d e m o s t r a d o  q u e  l a  f i g u r a  i n s c r i t a  e r a  m a y o r  q u e  e l  c o n o  Ψ .

L u e g o  l a  m i t a d  d e l  e l i p s o i d e  n o  e s  m a y o r  q u e  e l  c o n o  Ψ .

Y t a m p o c o  e s  m e n o r .  402

P u e s  s e a ,  s i  e s  p o s i b l e ,  m e n o r .

I n s c r í b a s e  d e  n u e v o  e n  l a  m i t a d  d e l  e l i p s o i d e  u n a  f i g u r a  

s ó l i d a  y  c i r c u n s c r í b a s e  o t r a  c o m p u e s t a  d e  c i l i n d r o s  q u e  t e n 

g a n  i g u a l  a ltu r a ,  d e  f o r m a  q u e  l a  f i g u r a  c ir c u n s c r i t a  e x c e d a  a  5 

l a  i n s c r i t a  e n  u n a  m a g n i t u d  m e n o r  q u e  a q u é l l a  e n  l a  q u e  e x 

c e d e  e l  c o n o  Ψ  a  l a  m i t a d  d e l  e l i p s o i d e ,  y  d i s p ó n g a s e  l o  d e 

m á s  i g u a l  q u e  e n  l o  a n t e r io r .

P u e s t o  q u e  l a  f i g u r a  i n s c r i t a  e s  m e n o r  q u e  e l  s e g m e n t o ,  

e s  e v i d e n t e  q u e  t a m b i é n  l a  f i g u r a  c i r c u n s c r i t a  e s  m e n o r  q u e  10 

e l  c o n o  Ψ . D e  n u e v o  e l  p r i m e r  c i l i n d r o  d e  l o s  d e l  c i l i n d r o  

e n t e r o  — e l  q u e  t i e n e  p o r  e j e  ΘΕ— , g u a r d a  c o n  e l  p r i m e r  c i 

l in d r o  d e  l o s  d e  l a  f i g u r a  c i r c u n s c r i t a  — e l  q u e  t i e n e  p o r  e j e  

ΘΕ—  l a  m i s m a  r a z ó n  q u e  e l  p r im e r  c u a d r a d o  c o n s i g o  m i s 

m o ,  y  e l  s e g u n d o  c i l i n d r o  d e  l o s  d e l  c i l i n d r o  e n t e r o  — e l  q u e  15 

t i e n e  p o r  e j e  ΕΠ— , g u a r d a  c o n  e l  s e g u n d o  c i l i n d r o  d e  l o s  d e  

la  f i g u r a  c i r c u n s c r i t a  — e l  q u e  t i e n e  p o r  e j e  Ε Π —  la  m i s m a  

r a z ó n  q u e  e l  s e g u n d o  c u a d r a d o  c o n  e l  g n o m o n  q u i t a d o  d e  

é l .  Y  c a d a  u n o  d e  l o s  o t r o s  c i l i n d r o s  d e  l o s  d e l  c i l i n d r o  e n t e -  20 

r o ,  q u e  t i e n e n  p o r  e j e  u n a  r e c t a  i g u a l  a  ΘΕ, g u a r d a  c o n  e l  c i 

111 Espirales, prop. 10, corolario.
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lindro correspondiente de los de la figura circunscrita y que 
tiene el mismo eje la razón que guarda el cuadrado dispues
to de forma semejante a él con el gnomon quitado de él112. 
Así pues, la suma de todos los cilindros del cilindro entero 
guardará con la suma de todos los cilindros de la figura cir
cunscrita la misma razón que la suma de todos los cuadra
dos con un área igual a la suma del primer cuadrado más los 
gnómones quitados de los restantes cuadrados [Prop. 1]. Y 
la suma de todos los cuadrados es menor que una vez y me
dia un área igual a la suma del primer cuadrado más los 
gnómones quitados de los cuadrados restantes, puesto que 
es mayor que el triple de los cuadrados que tienen por lado 
las rectas que se exceden entre sí en lo mismo salvo el cua
drado que tiene por lado la mayor. Luego el cilindro que 
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje es me
nor que una vez y media la figura circunscrita. Lo cual es 
imposible, puesto que es una vez y media el cono Ψ, y se 
había demostrado que la figura circunscrita es menor que el 
cono Ψ.

Luego la mitad del elipsoide no es menor que el cono Ψ.
Y puesto que no es mayor ni menor, es igual.

P r o p o s i c i ó n  28

E incluso si el elipsoide es cortado por un plano que pa 
se por el centro no perpendicular al eje, igualmente la mi
tad del elipsoide será el doble del tronco de cono que tenga 
la misma base que el segmento y  el mismo eje.

112 Es decir, «d el cuadrado en  cu estión » .
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Córtese una figura de elipsoide, y  una vez cortada por 
otro plano que pase por el eje perpendicular al plano secan
te, sea la sección de la figura la elipse ΑΒΓΔ [Prop. 1 1 ] y  su 
centro Θ y  sea (la intersección) con el plano que ha cortado

la figura la recta α γ . Ésta habrá sido trazada pasando por Θ, 

dado que se había supuesto que el plano había sido trazado 
pasando por el centro. Entonces habrá una elipse de diáme
tro ΑΓ, ya que se había supuesto que el plano secante no 
había sido trazado perpendicular al eje [Prop. 14]. Trácense 
unas rectas K A , MN paralelas a α γ  tangentes a la elipse en 
los puntos B, Δ, y a partir de K A , MN construyanse planos pa
ralelos al correspondiente a α γ . Éstos son tangentes al elip
soide en los puntos B, δ  [Prop. 16], y la recta que une ΒΔ pa
sará por Θ [Prop. 16] y los puntos B, Δ serán los vértices de 
los segmentos, y sus ejes113 serán ΒΘ, ΘΔ. Y es posible hallar 
un cilindro que tenga por eje ΒΘ en cuya superficie esté la 
elipse de diámetro Α Γ  [Prop. 9], y una vez hallado habrá un 
tronco de cilindro que tenga la-misma base que la mitad del 
elipsoide y el mismo eje. A la vez, también es posible hallar 
un cono que tenga por vértice el punto B en cuya superficie

113 Los «ejes de los segmentos», se entiende.
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esté la elipse de diámetro Α Γ 114. Y una vez hallado habrá un 
tronco de cono que tenga la misma base que el segmento y 
el mismo eje.

20 Digo que la mitad del elipsoide es el doble de ese cono. 
Sea el cono Ψ el doble del tronco de cono. Si la mitad 

del elipsoide no es igual al cono Ψ, sea primero, si es posi
ble, mayor.

25 He inscrito en la mitad del elipsoide una figura sólida y 
he circunscrito otra compuesta de troncos de cilindro que 

408 tienen igual altura, de modo que la figura circunscrita exce
da a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que 
excede la mitad del elipsoide al cono Ψ [Prop. 20].

De modo semejante a las proposiciones anteriores se 
demostrará que la figura inscrita en la mitad del elipsoide es 

5 mayor que el cono Ψ y que, al ser el tronco de cilindro que 
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje una vez 
y media el cono Ψ, es mayor que una vez y media la figura 
inscrita en la mitad del elipsoide. Lo cual es imposible, 

ío Luego la mitad del elipsoide no será mayor que el cono Ψ.
Y si la mitad del elipsoide es menor que el cono Ψ, ins

críbase en la mitad del elipsoide una figura sólida y circuns
críbase otra compuesta de troncos de cilindro que tengan 

15 igual altura de tal manera que la figura circunscrita exceda a 
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que ex
cede el cono Ψ a la mitad del elipsoide [Prop. 20],

De nuevo, de manera semejante a las proposiciones an
teriores se demostrará que la figura circunscrita es menor 

20 que el cono Ψ y que, al ser el tronco de cilindro que tiene la 
misma base que el segmento y el mismo eje una vez y me
dia el cono Ψ, es menor que una vez y media la figura cir-

114 Cf. prop. 8.
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cunscrita. Lo cual es imposible. Luego la mitad del elipsoi
de tampoco será menor que el cono Ψ.

Puesto que no es ni mayor ni menor, es igual. Luego es 25 

evidente lo que había que demostrar.

P r o p o s i c i ó n  29 410

El segmento menor de toda figura elipsoide cortada por  
un plano que no pase por el centro perpendicular al eje 
guarda con el cono que tiene la misma base que el segmen- 5 
to y  la misma altura la misma razón que la suma de la mi
tad del eje del elipsoide más el eje del segmento mayor con 
el eje del segmento mayor.

Sea un segmento de figura elipsoide cortado por un pía- 10 

no perpendicular al eje que no pase por el centro, y una vez 
cortado éste por otro plano que pase por el eje, sea la elipse 
ΑΒΓ la sección de la figura [Prop. 11], y sea el diámetro de 
la sección y eje del elipsoide la recta BZ y el centro © y is 

sea la intersección con el plano que había cortado el seg
mento la recta ΑΓ. Esta formará ángulos rectos con b z ,  dado 
que se había supuesto que el plano era perpendicular al eje 
[Elem. XI 18; XI def. 4]. Sea el segmento cortado, cuyo vér
tice es el punto B, menor que la mitad de la figura elipsoide, 20 

y sea ZH igual a ΒΘ.

Se ha de demostrar que el segmento cuyo vértice es el 
punto B guarda con el cono que tiene la misma base que el 
segmento y el mismo eje la misma razón que ΔΗ con ΔΖ.

Sea un cilindro que tenga la misma base que el segmen- 25 

to menor y el mismo eje, y sea un cono —en el que figura 
Ψ— que guarde con el cono que tiene la misma base la 412 

misma razón que guarda δ η  con ΔΖ.
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Digo que el cono Ψ es igual al segmento que tiene por 
vértice el punto B.

Pues si no es igual, sea primero, si es posible, menor.
He inscrito en el segmento una figura sólida y he cir

cunscrito otra compuesta de cilindros que tienen la misma 
altura, de manera que la figura circunscrita exceda a la ins
crita en una magnitud menor que aquélla en la que el seg
mento del elipsoide es mayor que el cono Ψ [Prop. 19].

Puesto que, siendo mayor la figura circunscrita que el 
segmento, excede a la figura inscrita en una magnitud me
nor que el segmento al cono, es evidente que la figura ins
crita es mayor que el cono Ψ. Sea b p  la tercera parte de ΒΔ. 
Puesto que BH es el triple de ΒΘ y ΒΔ el de b p , es evidente 
que ΔΗ es el triple de ΘΡ; y el cilindro que tiene la misma 
base que el segmento y por eje ΒΔ guarda con el cono que 
tiene la misma base y el mismo eje la misma razón que guar
da ΔΗ con ΘΡ [Elem. XII 10], Y el cono indicado guarda con 
el cono Ψ la misma razón que ΔΖ con δ η . Así pues, tratán
dose de proporciones perturbadas115, el cilindro que tiene la 
misma base que el segmento y el mismo eje guardará con el 
cono Ψ la misma razón que ΔΖ con ©P [Elem. V 23],

Dispónganse líneas —en las que figuran Ξ, N— iguales 
en número a los segmentos que hay en ΒΔ, y en magnitud 
igual cada una a ΖΔ, y sea también cada una de las líneas HO 
igual a ΒΔ; así, cada una de las líneas NO será el doble de ΘΔ.

115 Elem. V, def. 18: «Una proporción perturbada se da cuando, ha
biendo tres magnitudes y  otras iguales a ellas en número, el antecedente 
es al consecuente en las primeras magnitudes como el antecedente es al 
consecuente en las segundas magnitudes y en las primeras magnitudes el 
consecuente es a otra magnitud como en las segundas magnitudes otra 
magnitud es al antecedente». Cf. el apartado «La teoría de proporciones» 
en Introducción, pág. 53. La expresión empleada aquí por Arquímedes 
(anomows ion logon tetagménôn échein) difiere de la euclidiana (tetag- 
méne analogía).
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Apliqúese a cada una de ellas un área que tenga una anchura 10 

igual a ΒΔ, de manera que cada una de las figuras que tienen 
esos diámetros116 sea un cuadrado. Quítese del primero un 
gnomon que tenga una anchura igual a BE; del segundo, uno 
que tenga una anchura igual a BX, y  del mismo modo quíte
se de cada una de las áreas siguientes un gnomon que tenga 15

una anchura inferior en un segmento a la anchura del gno
mon quitado del (área) anterior a ella. El gnomon quitado de 
la primera área será igual al rectángulo comprendido por BE,

EZ, y el área restante estará aplicada a NO, será excedente en 
la figura de un cuadrado y tendrá el lado del exceso igual a 
ΔΕ; el gnomon quitado de la segunda área será igual al rec- 20 

tángulo comprendido por zx, x b , y el área restante estará 
aplicada a NO, será excedente en la figura de un cuadrado, y 
las figuras restantes serán semejantes a éstas. 25

Trácense los planos de todos los cilindros de los que se 416 

compone la figura inscrita en el segmento hacia la superficie 
del cilindro que tiene la misma base que el segmento y el 
mismo eje. El cilindro entero habrá quedado dividido en ci- 5 

lindros iguales en número a los de la figura circunscrita e 
iguales en magnitud al mayor de ellos. El primer cilindro de 
los del cilindro entero —el que tiene por eje ΔΕ— guarda 
con el primer cilindro de los de la figura inscrita —el que 10 

tiene por eje ΔΕ— la misma razón que el cuadrado de lado

116 Se refiere a los diámetros ΞΟ.
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δ γ  con el cuadrado de lado K E  [Elem. X I I11; XII 2]. Y esta 
razón es la misma que la que guarda el rectángulo compren
dido por ΒΔ, ΔΖ con el comprendido por BE, e z  [Con. I 21]. 
Por tanto, el cilindro guarda con el cilindro la misma razón

que la primera área 
con el gnomon quitado 
de ella. De manera se
mejante, también cada 
uno de los otros cilin
dros de los del cilindro 
entero, que tienen por 
eje una recta igual a 
δ ε , guardará con el ci
lindro correspondiente 
de los que hay en la 
figura inscrita que tie
ne el mismo eje la mis
ma razón que el área 
colocada de modo se
mejante a él con el gno
mon quitado de ella.

Por tanto, hay cier
tas magnitudes —los 
cilindros del cilindro 
entero— y otras mag
nitudes —las áreas apli
cadas a ΞΝ que tienen 
por anchura una recta 
igual a ΒΔ—, iguales 

en número a los cilindros y que guardan de dos en dos la 
misma razón; y los cilindros guardan razón con otros cilin
dros, los de la figura inscrita, y el último no guarda razón 
con ninguno; y las áreas guardan razón con otras áreas —los
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( g n ó m o n e s )  q u i t a d o s  d e  e l l a s ,  e n  l a  m i s m a  r a z ó n  la s  q u e  s e  4 is  

c o r r e s p o n d e n ,  y  l a  ú l t i m a  á r e a  n o  g u a r d a  r a z ó n  c o n  n i n g u 

n a .  E s  e v i d e n t e ,  p o r  t a n t o ,  q u e  l a  s u m a  d e  t o d o s  l o s  c i l i n d r o s  

g u a r d a r á  c o n  l a  s u m a  d e  t o d o s  l o s  o t r o s  ( c i l i n d r o s )  l a  m i s m a  

r a z ó n  q u e  l a  s u m a  d e  t o d a s  l a s  á r e a s  c o n  l a  s u m a  d e  t o d o s  5 

l o s  g n ó m o n e s  [ P r o p .  1 ] .

Luego el cilindro que tiene la misma base que el seg
mento y el mismo eje guardará con la figura inscrita en el 
segmento la misma razón que la suma de todas las áreas con 
la suma de todos los gnómones. Y dado que se han dispues
to ciertas líneas iguales —en las que figura N, o — y a cada 10 

una se le ha aplicado un área excedente en la figura de un 
cuadrado y los lados de los excesos se exceden entre sí en lo 
mismo, y el exceso es igual a la menor, y que hay otras 
áreas aplicadas a ΞΝ, que tienen por anchura rectas iguales a 15 

ΒΔ, iguales en número a las anteriores, e iguales en magni
tud cada una a la mayor, es evidente que la suma de todas 
las áreas cada una de las cuales es igual a la mayor, guarda 
con la suma de todas las otras áreas una razón menor que la 
que guarda ΞΝ con una recta igual a la suma de la mitad de 20 

NO más la tercera parte de ΞΟ [Prop. 2], Luego es evidente 
que la suma de esas mismas áreas guardará con la suma de 
todos los gnómones una razón mayor que la que guarda ξ ν  

con una recta igual a la suma de la mitad de NO más las dos 
terceras partes de ΞΟ. Luego el cilindro que tiene por base la 25 

misma que el segmento y el mismo eje guarda con la figura 
inscrita en el segmento una razón mayor que la que guarda 
ξ ν  con una recta igual a la suma de la mitad de NO más dos 
tercios de ΞΟ. Y ΔΖ es igual a HN, y ΔΘ es igual a la mitad de 
NO, y ΔΡ es los dos tercios de ΞΟ. Luego el cilindro entero 420 

guarda con la figura inscrita en el segmento una razón ma
yor que la que guarda ΔΖ con ΘΡ. Y se había demostrado que 
la razón que guarda ΔΖ con θ ρ  era la que guardaba con el 5
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cono ψ ese mismo cilindro. Por tanto, guardará una razón 
mayor con la figura inscrita que con el cono Ψ; lo cual es 
imposible, pues se había demostrado que la figura inscrita 
era mayor que el cono ψ.

Luego el segmento de elipsoide no es mayor que el 
cono Ψ.

10 Pues sea, si es posible, menor.
De nuevo inscríbase en el segmento una figura sólida y 

circunscríbase otra, compuesta de cilindros que tienen la 
misma altura, de manera que la figura circunscrita exceda a 
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que es 

15 mayor el cono Ψ que el segmento [Prop. 19], y dispóngase 
lo demás igual que en lo anterior.

Puesto que la figura inscrita es menor que el segmento y 
puesto que la figura circunscrita la excede en una magnitud 
menor que el cono Ψ al segmento, es evidente que la figura 

20 circunscrita es menor que el cono Ψ. Y de nuevo el primer 
cilindro de los del cilindro entero — el que tiene por eje 
ΔΕ—  guarda con el primer cilindro — el que tiene el mismo 
eje— de los de la figura circunscrita la misma razón que la 

25 última área de las aplicadas a ΞΝ que tienen la anchura igual 
a ΒΔ consigo misma. Pues ambas figuras son iguales. Y el 
segundo cilindro de los del cilindro entero —que tiene el eje 
igual a δ ε — guarda con el cilindro que le corresponde de 
los de la figura circunscrita la misma razón que la primera 

422 área de las aplicadas a ΞΝ, que tienen la anchura igual a ΒΔ, 
con el gnomon quitado de ella; y cada uno de los otros ci
lindros del cilindro entero y que tienen el eje igual a ΔΕ 

5 guardan con el cilindro correspondiente de los de la figura 
circunscrita la misma razón que el área correspondiente a 
é l 117 de las aplicadas a ΞΝ con el gnomon quitado de ella,

117 E s decir, «al cilind ro de lo s  d e l c ilindro entero».
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considerando que la última área es la primera. Por tanto, la 
suma de todos los cilindros del cilindro entero guardará con 
la suma de todos los cilindros de la figura circunscrita la 
misma razón que la suma de todas las áreas aplicadas a ΞΝ 
con (un área) igual a la suma del área situada la última más 
los gnómones quitados de las otras áreas, por la misma ra
zón que en lo anterior [Prop. 1],

Puesto que se ha demostrado que la suma de todas las 
áreas aplicadas a ΞΝ guarda con la suma de todas las áreas 
aplicadas a NO —excepto la mayor— y que tienen un exce
so en forma de un cuadrado una razón mayor que la que 
guarda ΞΝ con una recta igual a la suma de la mitad de NO y 
la tercera parte de ΞΟ [Prop. 2], es evidente que esas mismas 
áreas guardan con las restantes, que son iguales a la suma 
del área situada la última más los gnómones quitados de las 
restantes, una razón menor que la que guarda ΞΝ con una 
recta igual a la suma de la mitad de NO más dos tercios de 
HO. Es evidente, por tanto, que el cilindro que tiene la mis
ma base que el segmento y el mismo eje guarda con la figu
ra circunscrita una razón menor que la que guarda ΖΔ con 
ΘΡ. Pero la razón que guarda ΔΖ con ΘΡ es la que guarda el 
cilindro mencionado con el cono Ψ. Luego el mismo cilin
dro guarda una razón menor con la figura circunscrita que 
con el cono Ψ. Lo cual es imposible, pues se había demos
trado que la figura circunscrita era menor que el cono Ψ. 
Luego no es menor que el cono.

Puesto que no es ni mayor ni menor, entonces es igual.

P r o p o s ic ió n  30

Y también si el elipsoide es cortado por {un plano) que 
no sea perpendicular al eje ni pase por el centro, su seg-
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mento menor guardará con el segmento de cono que tenga 
la misma base que el segmento {del elipsoide) y  el mismo 
eje la misma razón que una recta igual a la suma de la mi
tad de la recta que une los vértices de los segmentos resul
tantes más el eje del segmento mayor con el eje del segmen
to mayor.

Córtese, pues, una figura elipsoide como se ha dicho y, 
una vez cortada la misma por un plano que pase por el eje y 
perpendicular al plano secante, sea la elipse α β γ  la sección

n  B P

de la figura [Prop. 11] y la recta ΓΑ la intersección con el 
plano que corta la figura; y paralelas a ΑΓ trácense π ρ , ΣΤ  

tangentes a la elipse en los puntos B, z y constrúyanse a par
tir de ellas planos paralelos al correspondiente a ΑΓ. Éstos
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serán tangentes al elipsoide en los puntos B, z [Prop. 16], y  25 

los puntos B, z serán los vértices de los segmentos. Trácese 
la línea que une los vértices de los segmentos, y  sea BZ; ésta 426 

pasará por el centro [Prop. 16]. Y sea el punto © el centro 
del elipsoide y  de la elipse.

Dado que se había supuesto que la figura había sido cor
tada por un plano no perpendicular al eje, la sección es una 5 

elipse y su diámetro ΓΑ [Prop. 14]. Tómese pues el cilindro 
que tiene su eje en línea recta con ΒΔ, en cuya superficie es
tará la elipse de diámetro ΑΓ [Prop. 9] y tómese el cono que 10 

tiene por vértice el punto B, en cuya superficie estará la elip
se de diámetro ΑΓ [Prop. 8], Habrá un tronco de cilindro que 
tenga la misma base que el segmento y el mismo eje y un 
tronco de cono que tenga la misma base que el segmento y 15 

el mismo eje.
Se ha de demostrar que el segmento del elipsoide cuyo 

vértice es B guardará con el segmento de cono que tiene la 
misma base que el segmento y el mismo eje la misma razón 
que δ η  con ΔΖ. Por otro lado, sea ZH igual a ΘΖ.

Tómese un cono —en el que figura Ψ— que guarde con 20 

el tronco de cono que tiene la misma base que el segmento y 
el mismo eje la misma razón que guarda ΔΗ con ΔΖ.

Si el segmento del elipsoide no es igual al cono Ψ, sea 
primero, si es posible, mayor. 25

He inscrito en el segmento de elipsoide una figura sólida 
y he circunscrito otra compuesta de troncos de cilindro que 428 
tienen igual altura, de modo que la figura circunscrita exce
da a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que 
el segmento de elipsoide excede al cono Ψ [Prop. 20],

De modo semejante a la proposición anterior se demos
trará que la figura inscrita es mayor que el cono Ψ y que el 5 

tronco de cilindro que tiene la misma base que el segmento
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y el mismo eje guarda con la figura inscrita una razón ma
yor que con el cono Ψ. Lo cual es imposible.

10 Por tanto, el segmento de elipsoide no será mayor que el 
cono Ψ.

Pues sea, si es posible, menor.
Inscríbase de nuevo en el segmento una figura sólida y 

circunscríbase otra compuestas de troncos de cilindro que 
tengan igual altura, de manera que la figura circunscrita ex- 

15 ceda a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la 
que excede el cono Ψ al segmento [Prop. 20],

De nuevo, por los mismos (razonamientos) se demostra
rá que la figura circunscrita es menor que el cono Ψ y que el 
tronco de cilindro que tiene la misma base que el segmento 
y el mismo eje guarda con la figura circunscrita una razón 

20 menor que con el cono Ψ. Lo cual es imposible.
Por tanto, el segmento tampoco será menor que el cono.
Luego es evidente lo que había que demostrar.

P r o p o s ic ió n  31

El segmento mayor de toda figura elipsoide cortada por 
25 un plano perpendicular al eje que no pase por el centro 

guarda con el cono que tiene la misma base que el segmen
to y  el mismo eje la misma razón que una recta igual a la 

430 suma de la mitad del eje del elipsoide más el eje del seg
mento menor con el eje del segmento menor.

Córtese un elipsoide según se ha dicho, y una vez corta- 
5 do por otro plano que pase por el eje perpendicular al plano 

secante, sea la elipse ΑΒΓ la sección de la figura [Prop. 11], 
y sea su diámetro y eje de la figura la recta ΒΔ y sea (la in
tersección) con el plano secante la recta γα. Ésta será per-
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pendicular a ΒΔ [Prop. 17, 3 9 4 , 1-4]. De los segmentos, sea 
mayor aquél cuyo vértice es B y sea Θ el vértice del elipsoi- 10 

de. Añádanse118 la recta ΔΗ igual a ΔΘ y la recta b z  igual a la 
misma.

Se ha de demostrar que el segmento de elipsoide cuyo 
vértice es B guarda con el cono que tiene la misma base que 
el segmento y el mismo eje la misma razón que guarda e h  is 
con ΕΔ.

Córtese el elipsoide por un plano que pase por el centro 
perpendicular al eje y  con base en el círculo resultante 
[Prop. 11] sea un cono que tenga por vértice el punto Δ. El 
elipsoide entero es el doble del segmento que tiene por base 20 

el círculo de diámetro ΚΛ y  por vértice el punto Δ [Prop. 
18], y  el segmento dicho es el doble del cono que tiene la 
misma base que el segmento y  el mismo eje —eso está de
mostrado [Prop. 27]— . Por tanto, el elipsoide entero es el 
cuádruple del cono indicado. Y ese cono guarda con el cono 25 

que tiene por base el círculo de diámetro ΑΓ y  por vértice el 432 

punto Δ la razón compuesta de la que guarda ΘΔ con ΕΔ y  de

118 «C om o p ro lon gación  de ΒΔ», se  entiende.
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la que guarda el cuadrado de lado ΚΘ con el cuadrado de la
do E A 119. Y la razón que guarda el cuadrado de lado ΚΘ con 

5 el cuadrado de lado EA es la misma que la que guarda el rec
tángulo ΒΘ, θ δ  con el rectángulo BE, ε δ  [Con. 121]. Guarde 
ΞΔ con θ δ  la razón que guarda θ δ  con ΕΔ [Elem. VI 11], Por 
tanto, también el rectángulo comprendido por ξ δ , ΒΘ guar
dará con el comprendido por ΒΘ, ΘΔ la razón que guarda ΔΘ 

ío con δ ε . Y la razón compuesta de la que guarda el rectángulo 
comprendido por ξ δ , ©b  con el comprendido por ΒΘΔ y  de la 
que guarda ΒΘ, ΘΔ con el rectángulo BE, ε δ  es la misma que 
la que guarda el rectángulo comprendido por ξ δ , ΒΘ con el 

15 comprendido por BE, ΕΔ. Por tanto, el cono que tiene por 
base el círculo de diámetro K A  y  por vértice el punto Δ 

guarda con el cono que tiene por base el círculo de diámetro 
Α Γ  y  por vértice el punto Δ la misma razón que el rectángulo 

20 comprendido por ΞΔ, ΒΘ con el comprendido por BE, ΕΔ. Y 
el cono que tiene por base el círculo de diámetro Α Γ  y  por 
vértice el punto Δ guarda con el segmento de elipsoide que 
tiene por base la misma que él y  el mismo eje la misma ra
zón que guarda el rectángulo comprendido por b e , ε δ  con el 

25 comprendido por ZE, ΕΔ120.

434 5 Luego el cono que hay en la mitad del elipsoide guarda 
con el segmento de elipsoide menor que su mitad la misma 
razón que el rectángulo comprendido por ξ δ , β θ  con el

119 Cf. Prop. 10 y  Elem. X II2.
120 [&  decir, la razón de BE a EZ; pues se ha demostrado que el {seg

mento)i menor que la m itad del elipsoide guarda con el cono que tiene la 
misma base que el segmento y  el mismo eje la misma razón que la recta 
igual a la suma de la m itad del eje del elipsoide más el eje del segmento 
mayor con el eje del segmento menor, y  ésa es la razón que guarda ZE  con 
BÉ\. El pasaje secluido repite la tesis de la prop. 29 y la repetición es ma
nifiestamente innecesaria.
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comprendido por z e , ΕΔ [Elem. V 22], Puesto que el elip
soide entero guarda con el cono de la mitad del elipsoide la 
misma razón que el rectángulo comprendido por z h , ξ δ  con 
el comprendido por ΒΘ, ΞΔ121, el cono que hay en la mitad 
del elipsoide guarda con el segmento menor que la m i
tad del elipsoide la misma razón que el rectángulo com
prendido por ξ δ , ΒΘ con el comprendido por ZE, ΕΔ, y en
tonces el elipsoide entero guardaría con su segmento menor 
la misma razón que el rectángulo comprendido por ZH, ξ δ  

con el comprendido por ζ ε δ  [Elem. V 22]. De modo que 
también el segmento mayor del elipsoide guarda con el me
nor la misma razón que el exceso en que excede el rectán
gulo comprendido por ZH, ξ δ  al comprendido por ΖΕΔ con 
el rectángulo comprendido por ZE, ΕΔ [Elem. V 17]. Y el 
rectángulo comprendido por ZH, ξ δ  excede al comprendido 
por z e , ΕΔ en el rectángulo comprendido por ξ δ , e h  más el 
comprendido por ZE, ΞΕ. Luego el segmento mayor del elip
soide guarda con el menor la misma razón que la suma del 
rectángulo comprendido por ξ δ , e h  más el comprendido por 
ZE, ΞΕ con el rectángulo comprendido por z e , ε δ . Y el seg
mento menor del elipsoide guarda con el cono que tiene la 
misma base que él y el mismo eje la misma razón que el 
rectángulo comprendido por ZE, ε δ  con el rectángulo com
prendido por ΒΕΔ122, y el cono que hay en el segmento me
nor guarda con el cono que hay en el segmento mayor la 
misma razón que el rectángulo comprendido por BE, ε δ  con 
el cuadrado de lado BE; pues los conos guardan la razón de 
sus alturas, ya que tienen la misma base [Elem. XII 14], Por 
tanto, el segmento mayor del elipsoide guardaría con el co
no inscrito en él la misma razón que la suma del rectángulo

121 [Pues cada uno es el cuádruple].
122 [Pues guarda la misma razón que Z E co n  BÉ\.
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comprendido por ΞΔ, EH más el rectángulo comprendido por 
ZE, ΞΕ con el cuadrado de lado BE [Elem. V 22], Y ésa ra
zón es la misma que la que guarda EH con ΕΔ. Pues el rec
tángulo comprendido por ΞΔ, EH guarda con el comprendido 
por ΞΔ, ΕΔ la misma razón que EH con ΕΔ, y el rectángulo 
comprendido por ΞΕ, ZE guarda con el rectángulo compren
dido por ZE, ΘΕ la misma razón que EH con ΕΔ; pues ΞΕ 

guarda con ΘΕ la misma razón que EH con ΕΔ por estar en 
proporción ΞΔ, θ δ , δ ε  y ser ΘΔ igual a ΗΔ. Y el rectángulo 
igual a la suma del rectángulo comprendido por ΞΔ, EH más 
el comprendido por z e , HE guarda con el rectángulo igual a 
la suma de ΞΔ, ΕΔ más el comprendido por ZE, ΘΕ la misma 
razón que e h  con ΕΔ. Y el cuadrado de lado EB es igual a la 
suma del rectángulo comprendido por ΞΔ, ΕΔ más el com
prendido por ZE, ©E; pues el cuadrado de lado ΒΘ es igual al 
rectángulo comprendido por ΞΔ, ΕΔ, mientras que el exceso 
en que es mayor el cuadrado de lado b e  que el cuadrado de 
lado ΒΘ es igual al rectángulo comprendido por ZE, ΘΕ, 

puesto que ΒΘ, BZ son iguales.
Por tanto, es evidente que el segmento mayor del elip

soide guarda con el cono que tiene la misma base que el 
segmento y el mismo eje la misma razón que EH con ΕΔ.

P r o p o s i c i ó n  32

Y también si el elipsoide es cortado por un plano que no 
sea perpendicular al eje ni pase por el centro, su segmento 
mayor guarda con el tronco de cono que tiene la misma ba
se que el segmento y  el mismo eje la misma razón que la 
recta igual a la suma de la mitad de la recta que une los 
vértices de los segmentos resultantes más el eje del segmen
to menor con el eje del segmento menor.
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Córtese el elipsoide por un plano según se ha dicho, y 
una vez cortado por otro plano que pase por el eje y perpen
dicular al plano secante, sea la sección de la figura la elipse 
ΑΒΓΔ [Prop. 11], y (sea la intersección) con el plano que ha 
cortado la figura la recta γ α , y trácense ΠΡ, ΣΤ paralelas a α γ  25 44o 

y tangentes a la elipse en los puntos B, Δ, y constrúyanse a 
partir de ellas planos paralelos al correspondiente a ΑΓ. És
tos serán tangentes al elipsoide en los puntos B, Δ [Prop. 16], 5 

y B, Δ serán los vértices de los segmentos. Trácese pues la 
recta ΒΔ que una los vértices de los segmentos resultantes.
Ésta pasará por el centro [Prop. 16], Y sea el centro Θ y sea 
el segmento cuyo vértice es B mayor que la mitad del elip
soide, y añádanse123 la recta ΔΗ igual a ΛΘ y la recta BZ igual 10 

a la misma.

Se ha de demostrar que el segmento mayor del elipsoide 
guarda con el tronco de cono que tiene la misma base que el 
segmento y el mismo eje la misma razón que EH con ΕΔ.

123 Como en la proposición anterior, debemos entender «como prolon
gación de ΒΔ».
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15 Córtese el elipsoide por un plano que pase por el centro 
paralelo al plano correspondiente a α γ , e inscríbase en la 
mitad del elipsoide un tronco de cono que tenga por vértice 
el punto Δ y guarde ΞΔ con ΘΔ la razón que guarda ΔΘ con 

20 ΕΔ, De modo semejante a la demostración anterior se de
mostrará que el tronco de cono inscrito en la mitad del elip
soide guarda con el tronco de cono inscrito en el (segmento) 

442 menor la misma razón que el rectángulo comprendido por 
ΞΔ, ΒΘ con el comprendido por BE, ε δ ,  y que el tronco de 
cono inscrito en el segmento menor guarda con el segmento 

5 en que está inscrito la misma razón que el rectángulo com
prendido por BE, ε δ  con el comprendido por ZE, ΕΔ. Por tan
to, el tronco de cono inscrito en la mitad del elipsoide guar
dará con el segmento menor del elipsoide la misma razón 
que el rectángulo comprendido por ξ δ ,  β θ  con el compren- 

ío dido por ZE, ΕΔ [Elem. V 22], Por tanto, el elipsoide entero 
guardará con el tronco de cono inscrito en la mitad del elip
soide la misma razón que el rectángulo comprendido por 
ZH, ΞΔ con el comprendido por ΒΘ, ξ δ  —pues cada uno será 

15 el cuádruple de cada uno— . Y el tronco de cono indicado 
guarda con el segmento menor del elipsoide la misma razón 
que el rectángulo comprendido por ξ δ ,  β θ  con el compren
dido por ZE, ΕΔ. Por tanto el elipsoide entero guardará con 
su segmento menor124 la misma razón que el rectángulo 

20 comprendido por ZH, ΞΔ con el comprendido por ZE, ΕΔ 

[Elem. V 22], Y el propio segmento mayor guarda con el 
menor la misma razón que el exceso en que excede el rec
tángulo comprendido por ZH, ΞΔ al comprendido por ZE, ε δ  

con el rectángulo comprendido por ZE, ΕΔ [Elem. V 1 7 ]. Y 
25 el segmento menor guarda con el tronco de cono inscrito en 

444 él la misma razón que el rectángulo comprendido por ZE, ΕΔ

124 [D elpropio elipsoide].
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con el comprendido por BE, ΕΔ125. Y el tronco de cono ins
crito en el segmento menor guarda con el tronco de cono 5 

inscrito en el segmento mayor la misma razón que el rec
tángulo comprendido por BE, ε δ  con el cuadrado de lado BE. 

Pues los mencionados troncos de cono guardan la razón de 
sus alturas, pues tienen la misma base [Prop. 10], y sus altu- 10 

ras guardan la misma razón que ΔΕ con EB. Por tanto, tam
bién el segmento mayor del elipsoide guarda con el tronco 
de cono inscrito en él la misma razón que el exceso en que 
excede el rectángulo comprendido por HZ, ξ δ  al comprendi
do por ΖΕΔ con el cuadrado de lado BE. 15

Y de modo semejante a lo anterior se demostraría que 
esta razón es la misma que la que guarda EH con ε δ .

125 [Puesya se ha demostrado que guarda la razón de ZEcon BÉ\. La 
indicación se encuentra en lugar improcedente.



EL PROBLEMA BÉLICO 
(DEL COMENTARIO AL LIBRO II DE 

«SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO»)

EUTOCIO



A LA SÍNTESIS DE LA PROPOSICIÓN 1 III542Í

Tras asumir esto, una vez que avanzó en el problema me
diante el análisis, y concluyendo el análisis en la necesidad de 
hallar, dadas dos magnitudes, dos medias proporcionales en 
proporción continua, dice en la síntesis: «Hállense». Pero no 30 56 
encontramos por parte alguna la solución escrita por él; ahora 
bien, nos hemos topado con escritos de muchos hombres fa
mosos que exponen este problema, entre los cuales rechaza
mos el escrito de Eudoxo de Cnido, puesto que en el proemio 5 
afirma haberlo descubierto mediante líneas curvas mientras 
que en la demostración no sólo no ha usado las líneas curvas 
sino que, además, tras hallar una proporción discreta, la usa 
como si fixera continua, cosa que no era de sospechar no digo 
ya en Eudoxo, sino en cualquiera de los medianamente versa- 10 

dos en geometría. Y para que quede clara la idea de los escri
tos que nos han llegado de estos hombres escribiré aquí tam
bién el modo de resolución de cada uno.

SEGÚN PLATÓN

Dadas dos rectas, hallar (entre ellas)  dos medias pro
porcionales en proporción continua. 15
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Sean AB, ΒΓ las dos rectas dadas, perpendiculares entre sí, 
entre las cuales hay que hallar dos medias proporcionales.

A Prolongúense en línea rec
ta hasta Δ, E y construyase el 
ángulo recto ΖΗΘ, y por un ca
teto, por ejemplo ZH, muévase 
la regla K A, que está en una 
ranura z h , de manera que 
permanezca paralela a ΗΘ. Es
to ocurrirá si se considera otra 
reglilla ΘΜ, paralela a ZH, fi
jada a ΘΗ.

Una vez hechas unas ra
nuras en las caras superiores 

de ZH, ΘΜ con muescas acanaladas1 y  dispuestos unos pasado
res fijados a k a  en las ranuras mencionadas, el movimiento 
de k a  será siempre paralelo a η θ .

Tras esta preparación, pón
gase uno cualquiera de los 
catetos del ángulo, ΗΘ, en 
contacto con Γ y  trasládense 
el ángulo y  la regla K A  hasta 
que el punto H esté sobre la 
recta ΒΔ —manteniéndose el 
contacto del cateto ΗΘ con 
Γ—  y  hasta que la regla Κ Λ  

esté en contacto con la recta BE por el lado de K  y  con A  por 
el otro extremo, de manera que, como figura en el dibujo, el

M

1 Gr. pelekinoeidésin : «en forma de pico de pelícano», es 
decir, «en forma de concavidad alargada». Se trata de un en
caje semejante al tipo «cola de milano».
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ángulo recto tenga su posición en ΓΔΕ y la regla Κ Λ  tenga la ίο 

posición de EA.

Una vez hecho esto, tendremos lo propuesto, pues sien
do ángulos rectos los de vértice en Δ y E, ΓΒ será a ΒΔ como 
ΔΒ a BE y como EB a B A  [Elem. VI 8, corol].

SEGÚN HERÓN EN LA INTRODUCCIÓN A LA MECÁNICA 

Y EN LA FABRICACIÓN DE INGENIOS DE TIRO 2

Sean AB, ΒΓ dos rectas dadas para las que hay que hallar 
dos medias proporcionales.

Dispónganse de manera 
que comprendan un ángulo 
recto de vértice en B y com
plétese el paralelogramo ΒΔ y 
trácense α γ , β δ . [Es evidente 
que, siendo iguales, se cortan 
mutuamente por la mitad, pues 
el círculo descrito con una de 
ellas como diámetro pasará también por los extremos de la 60 
otra por ser rectangular el paralelogramo (Elem. I I I22)]. Pro-

2 Eutocio tom a el texto de la Fabricación de ingenios de tiro (Belo- 
poeiká), añadiendo algunas aclaraciones que Heiberg secluye marcándolas 
entre corchetes cuadrados. En general, en estos casos, Heiberg no traduce 
esa parte del texto en su versión latina y  nosotros solíamos ofrecer esos 
pasajes en nota y en cursiva; en este caso, sin embargo, consideramos más 
conveniente conservarlos entre corchetes cuadrados, puesto que nuestra 
traducción debe responder al Comentario de Eutocio, no a la restitución 
del original de Herón. Esto, además, permitirá al lector hacerse una idea 
de cuán libremente «citaban» los antiguos, y hará ver al filólogo con cuán- 
a precaución se han de tomar estas «citas». Papo también recoge la solu
ción dada a este problema por Herón, pero con la versión que aparece en 
la Introducción a la Mecánica (Mëchanikai Eisagögai).
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lónguense δ γ , δ α  [hacia los puntos z, H] y considérese una re- 
glilla ZBH que se mueve en tomo a un pasador que permanece 

5 en B, y muévase hasta que corte rectas iguales a partir del 
punto E, es decir, EH, EZ; y considérese que ya las ha cortado 
y que tiene la posición de ZBH, siendo iguales, como se ha di
cho, EH, EZ. [Desde E trácese ΕΘ perpendicular a γ δ . Es evi
dente que corta por la mitad a γδ . Puesto que ΓΔ ha sido cor

io tada por la mitad por el punto Θ y se le ha añadido rz, 
entonces la suma del rectángulo ΔΖΓ más el cuadrado de lado 
ΓΘ es igual al cuadrado de lado ©z (Elem. II 6). Añádase a 
ambos el cuadrado de lado ΕΘ. Entonces la suma del rectán
gulo δ ζ γ  más los cuadrados de lado ΓΘ, θ ε  es igual a la suma 
de los cuadrados de lado ΖΘ, ΘΕ. Y el cuadrado de lado ΓΕ es 
igual a la suma de los cuadrados de lados ΓΘ, θ ε ,  y el cuadra
do de lado EZ es igual a la suma de los cuadrados de lados ΖΘ, 

15 ΘΕ (Elem. I 47)]. Entonces la suma del rectángulo δ ζ γ  más el 
cuadrado de lado γ ε  es igual al cuadrado de lado e z .

De la misma manera se demostrará también que la suma 
del rectángulo comprendido por ΔΗΑ más el cuadrado de la
do AE es igual al cuadrado de lado EH. Y AE es igual a ΕΓ, y 
HE igual a EZ. Por tanto el rectángulo ΔΖΓ es igual al ΔΗΑ. 

[Y si el rectángulo comprendido por los extremos es igual al 
20 comprendido por los medios, las cuatro rectas están en pro

porción (Elem. VI 16)]. Luego ΖΔ es a ΔΗ como AH es a rz. 
Pero ΖΔ es a ΔΗ como zr es a ΓΒ y como BA a AH. [Pues ΓΒ  

ha sido trazada paralela a un lado, ΔΗ, del triángulo ΖΔΗ y 
25 AB paralela a ΔΖ], Luego BA es a AH como AH es a rz y co

mo rz a ΓΒ.

Luego AH, r z  son medías proporcionales entre AB, ΒΓ. 
[Que es lo que había que hallar].
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SEGÚN FILÓN DE BIZANCIO

Sean AB, ΒΓ las dos rectas dadas entre las cuales hay que 30 

hallar dos medias proporcionales.
z

Dispónganse de manera que comprendan un ángulo recto 62 

de vértice en B y  una vez trazada a t , descríbase en tomo a 
ella el semicírculo ΑΒΕΓ y  trácense α δ  perpendicular a BA  y  

rz  perpendicular a ΒΓ, y  apliqúese en B una regla móvil que s 
corte a ΑΔ y  rz  y  muévase en torno a B hasta que la recta que 
va de B a Δ sea igual que la que va de E  a z, es decir, que sea 
igual a la recta situada entre la circunferencia del círculo y  rz. 
Considérese entonces que la reglilla tiene la posición que tie
ne ΔΒΕΖ, siendo igual, como se ha dicho, ΔΒ a EZ, 10

Digo que ΑΔ, rz  son medias proporcionales entre AB, β γ . 

Considérese que δ α , zr, han sido prolongadas y  se cor
tan en el punto Θ. Es evidente que, al ser paralelas b a , z θ , el 
ángulo de vértice en Θ es recto y  que el círculo α ε γ , una vez 15 

completado, pasará también por Θ [Elem. III 31], Puesto que 
δ β  es igual a e z , también el rectángulo ε δ β  es igual al b z e . 

Pero el rectángulo ΕΔΒ es igual al ΘΔΑ, pues cada uno de 20
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ellos es igual al cuadrado construido sobre la tangente desde 
Δ [Elem. III 36], Y, por otro lado, el rectángulo b z e  es igual 
al ΘΖΓ, pues cada uno de ellos, igualmente, es igual al cua
drado construido sobre la tangente desde z .  De manera que 
también el rectángulo ΘΔΑ es igual al θ ζ γ ;  y por esa razón 
δ θ  es a ΘΖ como r z  a δ α  [Elem. VI 16]. Pero ΘΔ es a θ ζ  co- 

25 mo ΒΓ a r z  y como δ α  es a AB, puesto que en el triángulo 
ΔΘΖ ha sido trazada ΒΓ paralela al lado ΔΘ y BA paralela al 
lado ΘΖ.

Luego ΒΓ es a r z  como r z  es a ΔΑ y  como ΔΑ es a AB. 

Que es lo que se había propuesto demostrar.

Se ha de saber que esta construcción es casi la misma 
64 que hay en Herón. Pues el paralelogramo ΒΘ es el mismo 

que se toma en la construcción de Herón, y también los la
dos prolongados θ α , θ γ  y la regla móvil fijada en B. Difiere 

5 sólo en una cosa, en que allí movíamos la regla en tomo a B 

hasta que la regla hiciera iguales las rectas ΚΔ, K Z  (que van) 
desde el punto medio de Α Γ  — es decir, desde K—  hasta cor
tarse con θ δ , ©z, mientras que aquí (había que moverla) has- 

ío ta que ΔΒ fuera igual a EZ. De ambas construcciones se si
gue lo mismo, pero la que acabamos de mencionar es más 
conveniente para el uso, puesto que cabe mantener iguales 
ΔΒ, EZ dividiendo la regla ΔΖ en partes iguales y, por consi
guiente, es mucho más fácil que intentar hacer iguales me
diante el compás las rectas que van desde el punto K  hasta Δ 

y z3.

3 Los compases utilizados en la Antigüedad se cerraban automática
mente al levantar las puntas de la superficie en que se apoyaban, y  por eso 
no eran útiles para transportar medidas.
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SEGÚN APOLONIO 4 15

Sean las dos rectas dadas entre las cuales hay que hallar 
dos medias proporcionales BA, ΑΓ, que comprenden un ángu
lo recto de vértice en A, y con centro en B y radio ΑΓ trácese 
el arco ΚΘΑ y, de nuevo, con centro en Γ y radio AB trácese 20 

el arco ΜΘΝ y corte este último al arco ΚΘΛ en el punto Θ y 
trácense θ α ,  θ β ,  ΘΓ. Entonces ΒΓ es un paralelogramo y θ α  su  25 

diagonal.
Córtese por la mi- ----------—

tad θ α  por el punto Η, Δ
y con centro en Ξ trá \  K

cese un círculo que \
corte las prolongacio \
nes de a b ,  α γ  en los B 10 \
puntos Δ, E, de mane Ξ
ra que Δ, E estén en /
línea recta con ©. Lo Μ ' Λ /
cual se conseguirá mo- A E

viendo en tom o a Θ una reg lilla  que corte a ΑΔ y  a e  y  des

plazándola hasta que resulten iguales las rectas que van  des

de ξ  hasta Δ, E.

Una vez hecho esto tendremos lo buscado, pues esta 5 

misma construcción es la descrita por Herón y Filón y es 
evidente que valdrá la misma demostración.

4 No sabemos en qué obra de Apolonio podía estar incluida esta de
mostración. P a p o  (III 21) menciona otra solución, mediante cónicas, dada 
por Apolonio a este mismo problema; cf. Apollonii quae graece exstant, 
ed. H e i b e r o ,  II 104 y ss.
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SEGÚN DIOCLES EN LOS ESPEJOS USTORIOS

En un círculo trácense dos diámetros perpendiculares 
10 a b , γ δ  y tómense dos arcos iguales, uno a cada lado de B, 

los HB, BZ y por el punto z trácese z h  paralela a AB y trá
cese ΔΕ.

Digo que ZH, ΗΔ son dos medias proporcionales entre 
ΓΗ, ΗΘ.

B

15 Por el punto E trácese EK paralela a AB. Entonces EK es 
igual a z h  y  Κ Γ  igual a ΗΔ. Esto será evidente una vez traza
das rectas desde A  hasta E, z ,  pues los ángulos comprendi
dos por ΓΛΕ, ζ λ δ  son iguales [Elem. III 26], y  los de vértice 
en K , H son rectos. Luego todos5 son iguales a todos [Elem.
I 26] por ser A E igual a AZ. Y entonces también la recta res- 

20 tante Γ Κ  es igual a ΗΔ. Y puesto que Δ Κ  es a KE como ΔΗ 

es a ΗΘ mientras que ΔΚ  es a KE como EK a ΚΓ —pues EK es

5 E s decir, « lo s  lados y  lo s  án gu los de los triángu los ΚΕΛ y  ΗΖΛ».
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media proporcional de ΔΚ, Κ Γ— entonces ΔΚ es a ΚΕ y  EK a 
Κ Γ como ΔΗ es a ΗΘ. Y ΔΚ es igual a γ η ,  KE igual a ZH y  ΚΓ  

igual a η δ . Entonces γ η  es a HZ, como ZH es a ΗΔ y  como 25 

ΔΗ a ΗΘ. Y si por cada lado de B se toman los arcos iguales 
mb, BN y  por el punto N se traza ΝΞ paralela a AB y  se traza 68 

ΔΜ, de nuevo ΝΞ, ξ δ  serán medias proporcionales entre ΓΞ, 

ΞΟ. De este modo, si se trazan más paralelas sucesivas entre 
B, Δ y  se ponen desde B hasta Γ arcos iguales a los arcos 5 

comprendidos por ellas6, y  desde Δ se trazan rectas hasta los 
puntos resultantes —semejantes a ΔΕ, ΔΜ— , las paralelas 
entre B y  Δ quedarán cortadas en algunos puntos —los pun
tos o, Θ en la figura propuesta— y  trazando rectas entre 10 

ellos mediante la aplicación de una regla, tendremos descri
ta en el círculo una línea en la cual, si tomamos un punto al 
azar y  por él trazamos una paralela a AB, la recta trazada y  

la comprendida por ella desde el diámetro hasta Δ serán me- 15 

dias proporcionales entre la recta comprendida por ella des
de el diámetro hasta el punto Γ  y  la parte de ella que va des
de el punto en la línea hasta el diámetro γδ .

Una vez preparada esta 
construcción, sean A , B las dos
rectas dadas para las cuales / \ 20
h a y  que h a lla r  d os m ed ia s  
proporcionales, y  sea un c írcu 
lo en el que tenem os dos diá
m etros, ΓΔ, EZ, perpendicula
res entre sí, y  trácese en él la 
línea ΔΘΖ m ediante puntos su- z  M
cesivos, com o se ha indicado, 
y  sea ΓΗ a HK com o A a B, y  una v e z  trazada ΓΚ y  prolonga- 25 
da, corte a dicha línea en el punto Θ, y  por el punto Θ trácese 
AM paralela a EZ.

E

Η Λ \

Λ k
' / ’L

6 E s  decir, «por las paralelas que se  han id o  trazando entre B y  Δ».
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Por lo indicado más arriba, ΜΑ, ΛΔ son medias propor- 
70 cionales entre ΓΑ, ΛΘ. Y puesto que γ λ  es a λ θ  como ΓΗ a 

HK y  que, por otro lado, γ η  es a HK como A a B, si introdu
cimos N, Ξ entre A, B en la misma proporción que existe en
tre ΓΛ, ΛΜ, ΛΔ, ΛΘ, habremos tomado N, Ξ como medias 

5 proporcionales entre A, B. Que es lo que había que hallar.

SEGÚN PAPO EN LA INTRODUCCIÓNÁ LA MECÁNICA

Papo propuso hallar un cubo que guardara una razón 
dada con un cubo dado, y  su demostración avanza de acuer- 

io do con esa proposición; y  es evidente que, hallado esto, 
también se ha hallado lo propuesto: pues si, dadas dos rec
tas, se halla la segunda7 de las medias requeridas, también 
vendrá dada de inmediato la tercera.

15 Trácese, como dice él literalmente, el semicírculo ΑΒΓ, y  

desde el centro Δ trácese perpendicularmente ΔΒ, y  muévase

7 E s decir, e l segu n d o térm ino e n  la  proporción  continua.
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un a re g lilla  en  to m o  al punto A  de m anera que u n  extrem o su

y o  qu ede fijo  en  un  p equ eñ o vásta g o  situado e n  e l punto A  y  

la  otra parte se m u e v a  entre B y  Γ  co n  el v á sta g o  co m o  centro. 20

Construido esto, requiérase hallar dos cubos que guar- 25 

den entre sí la razón dada.
Trácese ΒΔ que guarde esa razón con ΔΕ y ,  una vez tra- 72 

zada ΓΕ, prolongúese hasta z. Desplácese la reglilla entre B, 

r  hasta que la parte de ella comprendida entre las rectas ZE,

EB sea igual a la que queda entre la recta BE y  el arco ΒΚ Γ. 5 

Si hacemos pruebas moviendo la regla lo conseguiremos 
con facilidad. Hágase y  tenga la posición de A K , de modo 
que η θ , θ κ  sean iguales.

Digo que el cubo de arista ΒΔ guarda con el cubo de 
arista ΔΘ la razón requerida, es decir, la de ΒΔ a ΔΕ. 10

Considérese completado el círculo y , una vez trazada 
ΚΔ, prolongúese hasta A  y  trácese AH. Es paralela a ΒΔ por 
ser iguales ΚΘ a ΗΘ y  Κ Δ a ΔΛ. Trácense A A  y  Λ Γ. Puesto que 15 

el ángulo correspondiente a Α Λ Γ  es recto —pues está en un 
semicírculo—  y  AM es un cateto, entonces el cuadrado de 
lado a m  es al de lado m a  —es decir, γ μ  es a m a —  como el 
cuadrado de lado AM al cuadrado de lado MH. Añádase en 
común la razón de AM a MH. Entonces la razón compuesta 
de la de γ μ  a MA y  la de a m  a MH — es decir, la razón de γ μ  2o 

a MH— es la misma que la razón compuesta de la del cua
drado de lado ΑΜ al de lado MH y  la de a m  a MH. Pero la ra
zón compuesta de la del cuadrado de lado AM al de lado MH 25 

y  la de AM a MH es la misma razón que guarda el cubo de 
arista AM con el de arista MH. Y entonces la razón que guar
da ΓΜ con MH es la misma razón que la que guarda el cubo 
de arista AM con el cubo de arista MH. Pero ΓΜ es a MH como 
ΓΔ a δ ε  y ,  por otro lado, AM es a MH como α δ  a ΔΘ. Y, por 30 

tanto, la razón de ΒΔ a δ ε  —es decir, la razón dada— es la 74 

del cubo de arista ΒΔ al cubo de arista ΔΘ.
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Luego de las dos medias proporcionales que había que 
hallar entre ΒΔ, δ ε ,  el segundo término es ΔΘ [Elem. V def. 
11]. Y si hacemos ahora que ΘΔ sea a otra recta como ΒΔ a 

5 ΔΘ, se habrá hallado también el tercero.

Hay que fijarse también en que esta construcción es la 
misma que la indicada por Diocles, difiriendo de ella sólo 
en que aquél traza una línea mediante puntos sucesivos en- 

ío tre A, B, sobre la cual se tomaba el punto H después de pro
longar ΓΕ y de que ésta cortara la línea dicha, mientras que 
aquí se consigue el punto H al mover la regla AK en tomo a 
A. Nos daremos cuenta de que el punto H es el mismo tanto 
si se toma como aquí, mediante la regla, como si se hace 
como dice Diocles por lo siguiente: una vez prolongada MH 

15 hasta N, trácese KN. Puesto que ΚΘ es igual a ΘΗ y HN para
lela a ΘΒ, también ΚΞ es igual a ΞΝ [Elem. VI 2], Y ΞΒ es 
común y forma ángulos rectos, pues KN es cortada por la 
mitad y perpendicularmente por la recta que pasa por el cen
tro [Elem. III 3]; y entonces la base es igual a la base [Elem. 

20 14], y por eso también el arco KB es igual al arco BN [Elem. III 
28],

Por tanto, el punto H es el que está en la línea de Dio
cles, y la demostración es la misma. Pues Diocles decía que 
ΓΜ es a MN como MN a MA y como AM a MH8. Por otro lado, 
NM es igual a MA, pues el diámetro la corta perpendicular- 

25 mente [Elem. III 3], Entonces ΓΜ es a ΜΛ como AM a MA y 
como AM es a MH. Por tanto, AM, MA son medias proporcio
nales entre ΓΜ, MH. Pero por un lado ΓΜ es a MH como ΓΔ a 
δ ε ,  y por otro, ΓΜ es a m a  como a m  a MH, es decir, como γ δ

8 Eutocio acomoda la proporción mencionada por D io cles  (6 8 , 2 7 )  a 
la figura de Papo.



EL PR O B L E M A  D ELIC O 371

a δ θ . Y entonces de las dos medias entre γ δ , δ ε , la segunda 3o 
es ΔΘ9, que es también la que obtuvo Papo.

Sean a b , ΒΓ las dos rectas desiguales dadas. Hay que 
hallar dos medias proporcionales entre AB y ΒΓ en propor
ción continua.

trazad a u n a re cta  q u e u n a E

co n  Γ, p ro lo n g ú e se  h a sta  z, y  λ  b  m

desde Δ trácese una recta tal 1 ~ 1
que ΗΘ sea igual a θ κ  —pues es posible—I0. Y desde Η, κ ίο
trácen se HA, KNM p erp en d icu lares  a ΔΕ.

Y puesto que ΚΘ es a ΘΗ como MB a BA y ,  por otro lado, 15 

ΚΘ es igual a ΘΗ, entonces también MB es igual a BA. De 
manera que también la restante, ME, es igual a ΛΔ. Y, por 
tanto, toda la recta ΔΜ es igual a a e  y  por eso ΜΔ es a δ α  

como Λ Ε  a EM. Pero ΜΔ es a δ α  como KM a HA y ,  por otra 20 

parte, AE es a EM como HA a n m . A la vez, dado que ΔΜ es a 
MK como KM es a ME [Elem. V def. 10], entonces ΔΜ es a 
ME como el cuadrado de lado ΔΜ al cuadrado de lado MK, es 
decir, como el cuadrado de lado ΔΒ es al cuadrado de lado 
β θ ; es decir, como el cuadrado de lado AB al de lado ΒΘ, 25 

pues ΔΒ es igual a b a . A la vez, puesto que ΜΔ es a ΔΒ como 
AE a EB, mientras que ΜΔ es a ΔΒ como KM a ΘΒ y , por otro

SEGÚN ESPORO 76

Desde B trácese ΔΒΕ per
pendicular a a b , y con centro 
en B y radio BA trácese el 
semicírculo ΔΑΕ y, una vez

5

9 Es decir, el segundo término en la proporción continua.
10 Con ayuda de una regla, como en los casos anteriores.
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lado, λ ε  es a EB como ΗΛ a ΓΒ, entonces KM es a θ β  como 
η λ  a ΓΒ. Y tomando la proporción en alternancia, KM es a 

30 η λ  como ΘΒ es a ΓΒ. Pero KM es a ΗΛ como ΜΔ a δ λ ,  es de- 
78 cir, como ΔΜ a ME; es decir, como el cuadrado de lado a b  es 

al cuadrado de lado ΘΒ. Y por tanto, el cuadrado de lado AB  

es al cuadrado de lado ΘΒ como ΒΘ a ΒΓ. Tómese Ξ, media 
proporcional entre θ β , ΒΓ. Entonces, puesto que el cuadrado 

5 de lado AB es al cuadrado de lado ΒΘ como ΘΒ a ΒΓ mientras 
que el cuadrado de lado AB guarda con el cuadrado de lado 
B© una razón que es el cuadrado de la que guarda AB con ΒΘ 

y , por otro lado, ©B guarda con ΒΓ una razón que es el cua
drado de la que guarda ΘΒ con H [Elem. V def. 10], entonces 
AB es a β θ  como β θ  a ξ ;  pero ΘΒ es a H como Ξ es a ΒΓ; y  

ío por tanto, AB es a B© como ΘΒ es a Ξ y  como Ξ es a ΒΓ.

Es evidente que ésta es la misma que la redactada por 
Papo y Diocles.

SEGÚN MENECMO

is Sean A, E  las dos rectas dadas; hay que hallar dos me
dias proporcionales entre A, E.

Dése por hecho y sean B, Γ, y trácese en una posición 
determinada la recta ΔΗ con un extremo en Δ y desde Δ trá
cese ΔΖ igual a Γ y trácese perpendicularmente ΖΘ y sea ΖΘ  

20 igual a B. Puesto que A, B, Γ  son proporcionales, el rectángu
lo comprendido por A , r  es igual al cuadrado de lado B. Por 
tanto, el rectángulo comprendido por la recta dada A  y por Γ  

—es decir, por ΔΖ—  es igual al cuadrado de lado B, es decir, 
al cuadrado de lado ΖΘ. Entonces el punto Θ está en una pa
rábola trazada11 pasando por Δ [Con. I 11], Trácense las pa-

11 Cf. la glosa al final de la segunda demostración atribuida a M e n e c -  

m o  (84, 8-11).
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ralelas ΘΚ, ΔΚ. Y puesto que ha sido dado el rectángulo 
comprendido por B, r  — pues es igual al comprendido por A, 

E— entonces también ha sido dado el rectángulo ΚΘΖ. 

Entonces Θ está en una hipérbola de asíntotas ΚΔ, ΔΖ [Con.
II 12], Luego el punto Θ ha sido dado; de manera que tam
bién ha sido dado z.

La síntesis será del modo siguiente:
Sean A, E las rectas dadas, _____________ A

y δ η  una recta dada en deter- ~ B
minada posición con un extre- -----------e

mo en Δ, y trácese una parábo- I
la que pase por Δ, cuyo eje sea \
δ η  y  A  su p arám etro; y  sean  lo s  κ _______

cuadrados de las ordenadas per- \
pendiculares a ΔΗ iguales a las X
áreas aplicadas a A  que tengan /
p o r anch u ra las a b scisa s  co rta- /  z  h

das por ellas desde Δ [Con. I δ

52], Trácese y sea ΔΘ 12, y sea ΔΚ perpendicular13, y con 
asíntotas ΚΔ, ΔΖ trácese una hipérbola en la cual las rectas 
que se tracen paralelas a ΚΔ, ΔΖ formen un área igual al rec
tángulo comprendido por A, E [Con. II 5],

Cortará14 a la parábola; córtela en el punto Θ, y trácense 
las perpendiculares θ κ , ΘΖ. Puesto que el cuadrado de lado 
ΖΘ es igual al rectángulo comprendido por A, ΔΖ [Con. I 11], 
entonces A  es a ΖΘ como ΖΘ es a ΖΔ. A la vez, puesto que el 
rectángulo comprendido por A , E es igual al ΘΖΔ, entonces A  

es a ΖΘ como ΖΔ es a E. Pero A  es a ΖΘ como ΖΘ es a ΖΔ. Y 
por tanto A  es a ΖΘ como ΖΘ es a ΖΔ y como ΖΔ es a E. Cons-

12 Entiéndase «la parábola descrita».
13 «Perpendicular al eje ΔΗ», se entiende.
14 Entiéndase «la hipérbola trazada».
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trúyase entonces B igual a ΘΖ y r  igual a ΔΖ. Entonces A  es a 
B como B es a Γ  y como r  es a E.

Luego A , B, Γ, E están en proporción continua. Que es lo 
que había que hallar.

82 DE OTRA MANERA

Sean AB, β γ  las dos rectas dadas perpendiculares entre sí 
y  sean las medias entre ellas ΔΒ, BE de manera que ΓΒ sea a 

5 ΒΔ como ΒΔ a BE y  como BE a BA, y  trácense perpendicula
res (entre sí) ΔΖ, EZ.

Puesto que ΓΒ es a ΒΔ como ΔΒ a BE, entonces el rectán
gulo ΓΒΕ — es decir, el comprendido por la recta dada15 y  

BE— es igual al cuadrado de lado ΒΔ, es decir, al cuadrado 
de lado EZ. Puesto que el rectángulo comprendido por la 

io recta dada16 y  BE es igual al cuadrado de lado EZ, entonces 
z toca17 a la parábola de eje BE. A la vez, puesto que AB es a 
BE como BE a ΒΔ, entonces el rectángulo comprendido por 
α β δ  —es decir, el comprendido por la recta dada18 y  ΒΔ— 
es igual al cuadrado de lado EB —es decir, al cuadrado de 

15 lado ΔΖ— . Por tanto, Z toca a la parábola de eje ΒΔ; y  tam
bién toca a otra parábola dada de eje BE. Luego el punto z 
ha sido dado. Y ζ δ ,  ZE son perpendiculares. Luego los pun
tos Δ, E han sido dados.

La síntesis será del modo siguiente:

15 Una de las rectas dadas en el enunciado, es decir, ΓΒ.
16 Como antes, se refiere a la recta ΓΒ.
17 La terminología actual preferiría decir que el punto «está en la pará

bola» o que «pertenece a la parábola».
18 Se refiere a la recta dada AB.
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Sean a b ,  β γ  las dos rectas dadas perpendiculares entre sí, 
y prolongúense indefinidamente a partir de B y trácese una 20 

parábola de eje b e  de manera que el cuadrado de las 
ordenadas hasta BE sea igual a las áreas aplicadas a Β Γ19. Y 
de nuevo trácese una parábola de eje ΔΒ de manera que el 
cuadrado de las ordenadas20 sea igual a las aplicadas a AB.

Las parábolas se cortarán 
entre sí. Córtense en el punto 25

z y desde z trácense las per
pendiculares ΖΔ, ZE. Puesto 
que ZE —esto es, ΔΒ— es 
una ordenada de la parábola, 
entonces el rectángulo ΓΒΕ es
igual al cuadrado de lado ΒΔ 84
[Con. I l l ] ,  Por tanto, ΓΒ es 
a ΒΔ como ΔΒ a BE. A la vez, 
puesto que ΖΔ —esto es, e b — es una ordenada de la 
parábola, entonces el rectángulo ΔΒΑ es igual al cuadrado de
lado EB. Por tanto ΔΒ es a BE como BE a b a .  Pero ΔΒ es a b e  5

como ΓΒ a β δ .

Luego ΓΒ es a β δ  como ΒΔ a b e  y  como EB es a b a .  Que 
es lo que había que hallar.

[La parábola se traza mediante el compás inventado por 
Isidoro de Mileto el Mecánico, nuestro maestro, descrito 10 

por él en el Comentario que preparó para el Sobre los 
hornos de Herón]21.

19 Es decir, que ΒΓ sea el parámetro.
20 Es decir, «hasta el eje ΔΒ».
21 Heiberg, y  con él los comentaristas posteriores, consideran un aña

dido el pasaje entre corchetes. Suele identificarse al Isidoro de Mileto 
mencionado con el famoso arquitecto de Santa Sofía. Cf. Introducción, 
págs. 74-75.
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SOLUCIÓN DE ARQUITAS,

SEGÚN LO TRANSMITE EUDEMO

Sean ΑΔ, r  las dos rectas dadas. Hay que hallar dos me
dias proporcionales entre ΑΔ, r.

-------------------r

is  Trácese el círculo ΑΒΔΖ con la recta mayor A, Δ como 
diámetro y apliqúese la línea AB igual a Γ22 y al prolongarla 
corte en el punto Π a la tangente al círculo en el punto Δ, y 
trácese BEZ paralela a ΠΔΟ y considérese un semicilindro 

20 recto con base en el semicírculo ΑΒΔ y sobre la línea ΑΔ un 
semicírculo perpendicular23 situado en el paralelogramo del

22 Aunque la expresión no es clara, el sentido se hace evidente a la 
vista de la figura.

23 Entiéndase «perpendicular al plano del círculo».
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semicilindro. Al desplazarse este semicirculo partiendo de Δ 

hacia B mientras el extremo A del diámetro permanece fijo, 
en su desplazamiento cortará la superficie cilindrica y  traza
rá en ella una línea. A la vez, por otro lado, si permanecien- 25 

do fija ΑΔ se hace girar el triángulo ΑΠΔ con un movimiento 
contrario al del semicírculo, producirá una superficie cónica 
mediante la recta ΑΠ; la cual24, al haber girado, coincidirá 
con la superficie cilindrica en algún punto. A la vez, tam
bién el punto B describirá un semicírculo en la superficie del 30 

cono. Tenga el semicírculo transportado una posición δ κ α  

en el lugar de corte de las líneas y  tenga el triángulo 86 

transportado en sentido opuesto la posición δ λ α ,  y  sea K  el 
punto del corte indicado, y  sea BMZ el semicírculo trazado 
pasando por B, y  sea b z  la sección común entre éste y  el 5 

círculo ΒΔΖΑ y  desde el punto K  trácese una perpendicular al 
plano del semicírculo ΒΔΑ. Caerá sobre la circunferencia del 
círculo por tratarse de un cilindro recto. Caiga, y  sea K l, y  

una vez trazada una recta desde I hasta A, llegue a cortar a la 10 

recta BZ en el punto Θ, y  corte Α Λ  al semicírculo BMZ en el 
punto M, y  trácense las rectas ΚΔ, MI, ΜΘ.

Puesto que cada uno de los semicírculos ΔΚΑ, BMZ es 
perpendicular al plano propuesto, entonces también su sec
ción común ΜΘ es perpendicular al plano del círculo. De ma- 15 

ñera que M© también es perpendicular a BZ. Luego el 
rectángulo ΒΘΖ —es decir, el comprendido por ΑΘΙ—  es 
igual al cuadrado de lado ΜΘ. Luego el triángulo AMI es 
semejante a cada uno de los triángulos ΜΙΘ, ΜΑΘ, y  el 
ángulo correspondiente a IMA es recto. Y también el corres
pondiente a ΔΚΑ es recto. Luego las rectas ΚΔ, MI son para
lelas, y  δ α  es a a k  en proporción —es decir, K A  es a A l— 20 

como IA es a AM por la semejanza de triángulos. Por tanto,

24 E s decir, la  recta ΑΠ actuando co m o  generatriz.
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las cuatro rectas δ α , a k ,  a i ,  am  están  en  p ro p o rció n  c o n ti-  

88 nua. Y am  es ig u a l a r ,  p u e sto  qu e ta m b ié n  es ig u a l a AB.

Luego dadas dos rectas ΑΔ, Γ, han sido halladas dos 
medias proporcionales A K , Al.

SEGÚN ERATÓSTENES

Eratóstenes al rey Ptolomeo, salud.
5 Cuentan que uno de los poetas trágicos antiguos puso en 

escena a Minos que estaba haciendo construir un sepulcro 
para Glauco, y al enterarse de que medía cien pies por todos 
lados, decía:

Escaso recinto señalaste para una tumba real; 
que sea el doble y, sin que pierda en belleza, 

io al punto duplica cada miembro del sepulcro.

Pero pareció que se había equivocado, pues al duplicar 
los lados la planta se vuelve el cuádruple y el volumen ocho 
veces más. Y se anduvo buscando entre los geómetras de 
qué manera sería alguien capaz de duplicar un volumen 

15 dado manteniendo la misma forma, y a tal problema se le 
dio el nombre de «duplicación del cubo», pues intentaban 
duplicarlo tomando un cubo como hipótesis. Durante mucho 
tiempo estuvieron todos sin saber qué camino tomar, e Hi
pócrates de Quíos fue el primero al que se le ocurrió que si 
se hallaba el medio de tomar dos medias proporcionales en 
proporción continua entre dos líneas rectas, de las cuales la 

20 mayor fuera el doble de la menor, el cubo quedaría duplica
do, de modo que una dificultad se convirtió en otra dificul
tad no menor.
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Y cuentan que, un tiempo después, unos delios que ha- 90 

bían recibido del oráculo la orden de duplicar uno de los 
altares, fueron a dar en la misma dificultad, y pensaron que 
si mandaban traer a los geómetras de la Academia de Platón 
ellos les hallarían lo buscado. Éstos se entregaron con inte
rés a la tarea e investigaron cómo tomar dos medias propor- 5 

cionales entre dos rectas dadas, y se dice que Arquitas de 
Tarento las halló recurriendo a los semicilindros, y Eudoxo 
recurriendo a las llamadas líneas curvas.

Mas a todos les ocurrió que lo escribieron al modo cien
tífico, pero no fueron capaces de ponerlo por obra y llevarlo 
al uso, excepto Menecmo en pequeña medida y con dificul- 10 

tades. Pero a uno de nosotros25 se le ha ocurrido un medio 
instrumental sencillo gracias al cual hallaremos no sólo dos 
medias proporcionales entre dos rectas dadas, sino cuantas 
sean requeridas. Tras este hallazgo, podremos cubicar en 15 

general cualquier sólido dado contenido por paralelogramos 
o pasar de una forma a otra y hacer una figura semejante y 
aumentarla conservando la semejanza26 y hacerlo también 
con altares y templos. Y podremos también cubicar las me
didas de líquidos y sólidos —me refiero a medidas como el 
metreta o el medimno27— y calcular, mediante la arista, 20 

cuánto alcanza su capacidad. La idea será útil también para 
quienes quieran hacer mayores las catapultas o los ingenios 
para lanzar proyectiles. Porque es preciso agrandarlo todo 
en proporción: los grosores y los tamaños y los orificios y 25

25 Indefinido y plural de modestia: en realidad quiere decir «a mí».
26 Había sido un problema tradicional desde los pitagóricos el de 

construir figuras iguales en superficie a otra figura dada y semejantes en 
su forma a otra también dada. Los ejemplos para las figuras planas pueden 
verse en E u c l i d e s ,  Elementos 144 y  45.

27 Medidas de capacidad, equivalente la primera a algo más de 39 
litros y  la segunda a algo menos de 52.
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las tuercas y las correas que van insertadas, si se quiere 
aumentar el proyectil en proporción, y esto no es posible 
hacerlo sin el descubrimiento de las medias proporcionales. 
La demostración y la construcción del instrumento dicho te 
la he puesto por escrito.

30 Sean dadas dos rectas desiguales A E, ΔΘ, entre las cuales 
hay que hallar dos medias proporcionales en proporción 
continua.

A λ  i

92 Trácese AE perpendicularmente a una recta cualquiera 
ΕΘ y constrúyanse sobre E© tres paralelogramos A Z, ZI, I© 

uno a continuación del otro y trácense en ellos las dia- 
5 gonales AZ, a h , i©. Éstas serán paralelas. Permaneciendo fijo 

el paralelogramo de en medio Zl, pliégúese A Z  sobre el de 
enmedio y i© por debajo, como en la segunda figura, hasta 
que los puntos A, B, Γ, Δ estén en línea recta, y por los pun

io tos A, B, Γ, Δ trácese una recta, y corte en K  a la prolonga
ción de ΕΘ.
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Y A K  será a KB, entre las paralelas AE, ZB, como ε κ  a 
KZ y, entre las paralelas AZ, BH, como ζκ a KH. Por tanto 
AK  será a KB como EK a KZ y como KZ a KH. A la vez, 
puesto que BK es a ΚΓ, entre las paralelas BZ, ΓΗ, como ζ κ  a 15 
KH y, entre las paralelas BH, ΓΘ, como H K  a ΚΘ, entonces BK 
es a ΚΓ como ζκ a k h  y como h k  es a ΚΘ. Pero ζκ es a k h  20 

como ε κ  a KZ. Y por tanto EK es a KZ como ΖΚ es a k h  y 
como HK es a ΚΘ. Pero EK es a KZ como a e  a BZ, y ζκ es a 
k h  como BZ a γ η , y h k  es a ΚΘ como γ η  a Δ©. Por tanto a e  
es a BZ como BZ a ΓΗ y como ΓΗ a ΔΘ.

Luego han sido halladas BZ y  ΓΗ, dos medias proporcio
nales de AE, ΔΘ.

Por consiguiente, esto ha quedado demostrado para el 25 

caso de las superficies geométricas; para que podamos tam
bién tomar las dos medias instrumentalmente se fija una 
estructura de madera o de marfil o de bronce que tenga tres 
tablillas iguales lo más finas posible, de las cuales la del 94 

centro esté encajada y las otras dos puedan correr por enta
lladuras; de tamaño y proporciones, como cada uno consi
dere conveniente, puesto que la demostración se llevará a 
cabo del mismo modo. Para obtener las líneas con la sufi- 5 

cíente precisión hay que tener cuidado de que al mover las 
tablillas permanezcan todas paralelas y bien fijadas y 
sujetas uniformemente entre sí28.

En la ofrenda votiva el instrumento es de bronce y está 
fijado bajo la propia corona de la estela sujeto mediante 10 

plomo fundido, y debajo de él está la demostración explica
da brevemente y la figura, y a continuación de ella un epi
grama. Que te lo escriban también para que lo tengas como

28 Más adelante, en la solución de Nicomedes, también éste manifiesta 
que lo tiene por impracticable.
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en la ofrenda. De las dos figuras, la segunda está inscrita en 
la estela29.

15 Dadas dos rectas, hallar dos medias proporcionales en 
proporción continua.

Dense las rectas AE, ΔΘ. Muevo las tablillas del instru
mento hasta que los puntos A, B, Γ, Δ estén en línea recta.

20 Considérese que es como está en la segunda figura. Enton
ces AK es a KB, entre las paralelas AE, BZ, como EK a KZ y, 
entre las paralelas AZ, BH, como ZK a KH. Por tanto, EK es a 
KZ como KZ a KH, y éstas son entre sí como AE es a BZ y 
como BZ a ΓΗ. Del mismo modo demostraremos que ZB es a

96 ΓΗ como γ η  a ΔΘ. Por tanto, AE, b z , γ η , δ θ  están en pro
porción. Por tanto se han hallado las dos medias de las dos 
rectas dadas.

Y si las rectas dadas no fueran iguales a AE, δ θ , hacien- 
5 do que AE, δ θ  sean proporcionales a ellas tomaremos las 

medias y las trasladaremos a aquéllas, y habremos llevado a 
cabo lo requerido. Y si se pide hallar más medias, dispon
dremos siempre en el instrumento una tablilla más que las 
medias que hay que tomar. La demostración es ésta30:

ío Esto tienes a mano, amigo, si de un cubo pequeño con
seguir

pretendes el doble, o transformarlo en otra cualquier figura
[sólida,

y  también si midieras de este modo un recinto o un silo
o la cóncava cavidad de un pozo cuando tomes las concu

rrencias medias

29 Figura a continuación la descripción de la construcción y  uso del 
instrumento que P a p o  (Synagôgé III 21) designa con el nombre, de me- 
sólabo, «tomamedias».

30 Lo que sigue es el epigrama en dísticos elegiacos considerado frag
mento auténtico de Eratóstenes.
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entre los límites extremos dentro de cánones dobles. 15

Y no intentes comprender las intrincadas tareas de los cilin-
[dros

de Arquitas ni los triples cortes del cono de Menecmo 
ni lo que en sus líneas describe la curva figura del divino

[Eudoxo,
pues en estas tablillas hallarás fácilmente miles de medias 20 

aun partiendo de pobre inicio.
¡Padre feliz, Ptolomeo, porque con tu hijo disfrutas de la 
Todo cuanto agrada a las Musas y  a los reyes [edad!
tú mismo a tu hijo regalaste. Y lo de después, Uranio Zeus, 
ojalá lo guíe el cetro de tu mano. 25

Esto, así suceda, y  al ver la ofrenda, que alguien diga: 
esto es obra del cireneo Eratóstenes.

SEGÚN NICOMEDES EN LAS LÍNEAS CONCOIDES 98

Describe Nicomedes en el tratado que tituló Sobre las 
líneas concoides la construcción de un instrumento que cum
ple el mismo fin, del cual se precia mucho el autor, ha- 5 

ciendo gran mofa de los hallazgos de Eratóstenes, que tiene 
al tiempo por impracticables y por carentes de valor geo
métrico. De lo que ha quedado de sus trabajos sobre el pro
blema añadimos en lo posible a lo ya escrito, para su com
paración con Eratóstenes, lo que él describió así: 10

Hay que considerar dos reglas unidas entre sí perpen
dicularmente de tal manera que nos ofrezcan una superficie, 
como están las reglas AB, γ δ ,  y que en a b  haya una muesca 15 

acanalada por la que pueda correr una cabecilla, y en γ δ  por 
la parte de Δ y de la recta que corta por la mitad su anchura, 
un cilindro pequeño que forma cuerpo con la regla y que



384 EU TO C IO

sobresale un poco de la cara superior de la regla, y  otra regla 

20 EZ que presente a lo  largo, a poca distancia del extrem o z, 
un corte de arriba a abajo H© cap az de abrazar el cilindro 

pequeño de Δ, y  en E un o rificio  redondo que queda dentro 

25 de la  m uesca acanalada que h a y  en la  regla AB al que pueda

ir a parar un vástago que form a cuerpo con la  cab ecilla  que 

puede correr. U na v e z  encajada la reg la  EZ por un lado en el 

íoo corte alargado ΗΘ, en el cilindrito de Δ, y  por otro en el 

orificio  E m ediante el vástago que form a cuerpo con  la 

cabecilla , si uno tom a el extrem o K de la reg la  y  lo  m ueve 

hacia  la  parte de A y  lu ego  hacia la  de B, el punto E se 

5 desplazará siem pre por la regla  AB, y  el corte alargado ΗΘ se 

m overá siem pre sobre el cilindro de Δ, considerando que la  

recta que h a y  en m edio de la  regla EZ pasará siem pre en su 

m ovim iento por el eje del cilindro de Δ y  que el exceso  EK 

de la  regla  perm anece siem pre igual. Si consideram os en-
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tonces fijado en K un estilete que toca el suelo, éste des- 10 

cribirá una línea λ μ ν  a la que Nicomedes llama la primera 
línea concoide, y  llama radio31 de la línea a la magnitud EK 

de la regla, y  al punto Δ, polo.
Demuestra que es propiedad de esta línea el transcurrir 15 

cada vez más cerca de la regla AB, y  que sí entre la línea y  la 
regla a b  se traza una recta, ésta, en cualquier caso, corta la 
línea.

La primera de estas propiedades es fácilmente compren
sible en otro dibujo: considerando la regla ΑΒ, el punto r  el 20 

polo, ΔΕ el radio, y ZEH una línea concoide, trácense desde r  
las dos rectas γθ, r z , siendo, naturalmente, iguales ΚΘ, a z .

Digo que la perpendicular ΖΜ es m enor que la  perpendi

cular ΘΝ.

Siendo mayor el ángulo correspondiente a ΜΛΓ que el 25 

correspondiente a ΝΚΓ, entonces el ángulo restante que falta 
para los dos rectos, el correspondiente a m az, es menor que 
el restante, el correspondiente a ΝΚΘ, y por esa razón, sien
do rectos los ángulos de vértice en Μ, N, será mayor el de 
vértice en Z que el de vértice en Θ. Y si construimos el án- 30 

guio ΜΖΞ igual al de vértice en Θ, entonces ΚΘ —es decir,
AZ— guardará con ©N la misma razón que HZ con z m ; de 102

31 En griego, diástema, lit. «distancia», que se emplea a veces para 
designar el radio de una circunferencia.
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m anera que ζ λ  guarda con θν  una razón m enor que con  z m , 

y  por esa razón ΘΝ es m ayor que ZM.

La segunda propiedad era que la recta trazada entre AB y  

5 la línea corta a la línea. Y eso se hace comprensible así:
La recta trazada es paralela a a b  o no.

Sea primero paralela, como ΖΗΘ, y hágase ΔΗ a ΗΓ como
10 δ ε  a otra recta K y con centro en r  y radio K, corte el arco 

trazado a la línea ZH en el punto z, y trácese ΓΖ. Entonces 
is δ η  es a ΗΓ como AZ a zr. Pero ΔΗ es a ΗΓ como ΔΕ a K  —es 

decir, a ΓΖ—. Por tanto ΔΕ es igual a AZ. Lo cual es 
imposible. Luego el punto z está en la línea.

20 Y  ahora, no sea paralela la recta trazada, y sea MHN, y 
trácese ZH paralela a AB por el punto H. Entonces ZH cortará 
a la línea. De modo que mucho más lo hará MN.

Siendo estos los resultados obtenidos mediante el ins- 
25 trumento, su utilidad para el fin propuesto se demuestra así:

De nuevo, dado el ángulo A y un punto exterior Γ, (haya 
que) prolongar ΓΗ y hacer KH igual a la recta dada.
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Trácese desde el punto Γ la recta ΓΘ perpendicular a AB 

y prolongúese, y sea ΔΘ igual a la recta dada y con Γ como 
polo, la recta dada A© como radio y la regla a b , trácese una 
línea concoide primera, ΕΔΖ.

Por lo demostrado anteriormente, AH la corta: córtela en 
el punto H y  trácese ΓΗ; entonces KH será igual a la recta 
dada.

Demostrado esto32, dense 
las dos rectas γ λ , λ α  per
pendiculares entre sí entre 
las cuales hay que hallar dos 
medias proporcionales en pro
porción continua, y complé
tese el paralelogramo α β γ λ , 

y córtense por la mitad cada 
una de las rectas AB, ΒΓ por 
los puntos Δ, E y una vez 
trazada ΔΛ prolongúese y 
corte a la prolongación de ΓΒ en el punto H y (trácese) EZ 

perpendicular a ΒΓ y trácese ΓΖ que sea igual a α δ , y trácese 
ZH y paralela a ella r© y siendo ΚΓ© un ángulo, construyase 
Z©K en un punto dado z ,  haciendo ©K igual a ΑΔ o a ΓΖ 

—que esto es posible se demostró mediante la concoide— . Y 
una vez trazada, prolongúese KA y corte a la prolongación 
de AB en el punto M.

Digo que ΓΛ es a ΚΓ como ΚΓ es a MA y  como MA es a

AA.

Puesto que ΒΓ ha sido collada en dos partes iguales por 
el punto E y  a esa recta se le ha añadido la ΚΓ, entonces el

32 La solución de Nicomedes que sigue nos ha sido transmitida 
también, con muy pocas variantes textuales, por P a p o , III 24, 58-64 y  III 
42,246-250.
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rectángulo ΒΚΓ más el cuadrado de lado ΓΕ es igual al 
cuadrado de lado EK. Añádase a ambos el cuadrado de lado 
EZ. Entonces la suma del rectángulo ΒΚΓ más los cuadrados 

25 de lado ΓΕ, EZ —es decir, el cuadrado de lado ΓΖ—  es igual 
a los cuadrados de lado k e , e z  —es decir, al cuadrado de 

loe lado KZ— . Y puesto que MA es a AB como MA a ΛΚ y, por 
otro lado, ΜΛ es a ΛΚ como ΒΓ a ΓΚ, entonces MA es a AB 

como ΒΓ a ΓΚ. Y α δ  es la mitad de AB, y ΓΗ el doble de β γ  

5 — puesto que ΛΓ es también el doble de ΔΒ— . Entonces 
también MA será a ΑΔ como ΗΓ a ΚΓ. Pero ΗΓ es a ΓΚ como 

ίο ΖΘ a ©K [Elem. VI 2], por ser HZ, Γ© paralelas. Y entonces 
por composición [Elem. VI 18] ΜΔ es a δ α  como ZK a K©. 

Pero se ha supuesto que ΑΔ es igual a ΘΚ, puesto que α δ  

también es igual a ΓΖ. Entonces también ΜΔ es igual a ZK. 

is Por tanto el cuadrado de lado ΜΔ también es igual al cua
drado de lado ZK. Y la suma del rectángulo BMA más el 
cuadrado de lado δ α  es igual al cuadrado de lado ΜΔ [Elem.
II 6]; y se había demostrado que era igual al cuadrado de 
lado ZK  la suma del rectángulo ΒΚΓ más el cuadrado de lado 
rz , ya que el cuadrado de lado ΑΔ es igual al cuadrado de 
lado rz  —pues se ha supuesto que α δ  es igual a rz — . Por 
tanto el rectángulo BMA es igual al rectángulo ΒΚΓ. Por tanto 

20 MB es a BK como ΚΓ es a AM; pero BM es a BK como ΓΛ es a 
γ κ ; por tanto, ΛΓ es a ΓΚ como ΚΓ a am , y también ΛΓ es a 
γ κ  como MA a ΑΛ [Elem. VI 4]; luego ΛΓ es a ΓΚ como ΓΚ a 
am  y como am  a a a .
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En efecto, se ha de cortar la recta dada A Z por el punto 1111303 

Xy  hacer que XZsea a la recta dada —esto es, a ΖΘ como 5 
la magnitud dada —esto es, el cuadrado de lado BA— es al 
cuadrado de lado ΔΧ.

Enunciado de modo absoluto exige un diorismo, pero si 
se añaden las condiciones que tenemos aquí —esto es, que 
AB sea el doble de B Z y  que b z  sea mayor que ΖΘ, como en 10 

el análisis—, no requiere diorismo. Y el problema será el 
siguiente: Dadas dos rectas ΔΒ, B Z y  siendo doble ΔΒ que BZ 

y  dado un punto 0en la recta BZ, cortar AB por el punto X y  

hacer que el cuadrado de lado Afí sea al cuadrado de lado 15 

ΔΧ  como X Z  es a ΖΘ. De cada una de estas cuestiones se da
rán al final el análisis y  la síntesisl.

Prometió que demostraría lo recién indicado al final, pe
ro no es posible hallar lo prometido en ninguno de los ma
nuscritos. De ahí que hayamos encontrado que Dionisodoro, 
no pudiendo dar con la resolución, incapaz de aplicarse al 20 

lema que falta, llevó el problema entero por otro camino que 
expondremos a continuación. También Diocles, en el libro 
que compuso sobre los Espejos ustorios, considerando que 
Arquímedes lo había prometido pero no había cumplido su 
promesa, intentó suplirlo él mismo, y expondremos a conti- 25

1 El texto comentado aquí por Eutocio pertenece a Esf. y  cil. II 4 
(Heiberg, vol. I, 190, 22-192, 6).
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nuación su intento, pues tampoco tiene nada que ver con lo 
que se omite, sino que, igual que Dionisodoro, planteó el 
problema mediante otra demostración.

Y también en un libro antiguo —pues en mucho tiempo 
no abandoné la investigación— me topé con unos teoremas 
escritos con no poca falta de claridad por causa de las inco
rrecciones y con muy variados errores en las figuras, pero 
que contenían el fundamento de lo que se investigaba y que, 
por otro lado, conservaban en parte el dialecto dorio habi
tual en Arquímedes y estaban escritos con la terminología 
usual de la Antigüedad, llamando a la parábola «sección de 
un cono rectángulo» y a la hipérbola «sección de un cono 
obtusángulo», de lo que nació la sospecha de que podría ser 
lo mismo que se había prometido escribir al final. Por ello, 
leyéndolo con mucha atención y hallando difícil el propio 
texto tal y como está escrito por causa, como se ha dicho, de 
la cantidad de faltas, extrayendo poco a poco las ideas, lo 
escribo en un lenguaje más corriente y más claro en la me
dida de lo posible.

Escribiré completo el primer teorema para que quede 
claro lo que en él se dice sobre las determinaciones, pues 
luego se aplicará también en el problema en la parte del aná
lisis.

(a n á l is is )2

Dada una recta  A B  y  otra  Λ Γ  y  un área A, p r o p ó n g a s e  

tom ar un p u n to  E  en la  recta  A B  d e m anera q u e  A E  sea  a Α Γ  

co m o  e l á rea  Δ a l cu a d ra d o  d e  la d o  EB.

2 Los subtítulos entre corchetes no figuran en los mss. ni en la edición 
de Heiberg, sino que son adición nuestra.
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Dese por hecho, y trácese ΑΓ perpendicular a AB, y una 
vez trazada ΓΕ divídase por la mitad por el punto Z, y por el 
punto r  trácese γ η  paralela a AB, y por el punto B y paralela 
a ΑΓ trácese ZBH que corte a cada una de las rectas ΓΕ, ΓΗ y 
complétese el paralelogramo ΗΘ, y por el punto E trácese 
KEA paralela a cualquiera de las rectas ΓΘ, HZ, y sea el rec
tángulo ΓΗΜ igual a Δ.

Puesto que EA es a ΑΓ 

como Δ al cuadrado de lado 
EB y, por otro lado, e a  es a 
ΑΓ como ΓΗ a h z  y , por otra 
parte, γ η  es a HZ como el 
cuadrado de lado ΓΗ al rec
tángulo ΓΉΖ, entonces el cua
drado de lado ΓΗ es al rec
tángulo ΓΗΖ como Δ al cua- A 
drado de lado EB, es decir, al 
cuadrado de lado k z . Y to
mando la proporción en al
ternancia [Elem. V 16], el cuadrado de lado γ η  es a Δ —es 
decir, al rectángulo ΓΗΜ— como el rectángulo ΓΗΖ al cua
drado de lado ZK. Pero el cuadrado de lado ΓΗ es al rectán
gulo γη μ  como γ η  a h m ; y  por tanto ΓΗ es a hm  como el 
rectángulo γ η ζ  al cuadrado de lado ZK. Pero si tomamos HZ 

como altura común, r a  es a h m  como el rectángulo ΓΗΖ es 
al rectángulo m h z ; luego el rectángulo γ η ζ  es al rectángulo 
m h z  como el rectángulo ΓΗΖ al cuadrado de lado ZK; por 
tanto, el rectángulo MHZ es igual al cuadrado de lado ZK. 

Por tanto, si se traza una parábola de eje ZH y  que pase por 
H de manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al 
rectángulo aplicado a HM3, pasará también por K y  habrá si-

3 Es decir, «d e m anera que HM sea  su parám etro».
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15 do dada en posición por haber sido dada en magnitud HM 

[Datos 57] que junto con la recta dada ΗΓ contiene la super
ficie dada Δ. Entonces el punto K es tangente a la parábola 
dada en posición. Trácese pues4 según se ha dicho, y sea 
HK.

A la vez, puesto que el área ΘΛ es igual al área ΓΒ \Elem. I 
20 43], es decir, el rectángulo ©ΚΛ al rectángulo ABH, si por el 

punto B se traza una hipérbola de asíntotas ΘΓ, γη , pasará por 
el punto K según la recíproca del teorema 8 del libro II de los 
Elementos de las cónicas de Apolonio5, y habrá sido dada en 

25 posición por haber sido dada también la posición de cada una 
de las rectas ΘΓ, γ η  y haber sido dado también en posición el 
punto B. Trácese6 según se ha dicho y sea KB.

Entonces el punto K en posición será tangente a la hipér
bola dada en posición; y también era tangente a la parábola 
dada en posición. Luego el punto K ha sido dado [Datos 25], 

136 Y de él parte la recta KE, perpendicular a la recta AB dada en 
posición. Luego el punto E ha sido dado [Datos 30], Así, 
puesto que la recta e a  es a la recta dada ΑΓ como el área dada 
Δ al cuadrado de lado e b , dos sólidos, cuyas bases son el cua- 

5 drado de lado e b  y el área Δ y cuyas alturas son e a , ΑΓ, tienen 
las bases inversamente proporcionales a las alturas; de modo 
que los sólidos son iguales [Elem. X I34],

Luego el sólido construido sobre el cuadrado de lado EB 

con altura EA es igual al construido sobre el área dada Δ con 
la altura dada ΓΑ.

Pero el sólido construido sobre el área BE con altura e a  

es el mayor de todos los que se pueden construir semejantes 
ío a él con altura BA cuando BE sea el doble de e a , según se

4 «La parábola», se entiende.
5 En nuestros mss. y  ediciones, II 12.
6 «La hipérbola», hay que entender.
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demostrará7. Por consiguiente es preciso que el sólido cons
truido sobre la superficie dada y con la altura dada no sea 
mayor que el de base BE y altura e a .

( s ín t e s is )

La síntesis procederá del modo siguiente:
Sea AB la recta dada y  ΑΓ otra recta dada y  Δ el área da

da y  sea necesario cortar AB de manera que uno de sus seg
mentos sea a la recta dada ΑΓ como el área dada Δ al cua
drado construido sobre el segmento restante.

Θ K 

P

A E /
O \  B

Γ A Π Z

Tómese AE que sea la tercera parte de AB; entonces el 
sólido de base Δ y altura ΑΓ o bien es mayor, o igual, o me
nor que el de base en el cuadrado de BE y altura e a .

Así, si es mayor, no será posible la síntesis del proble
ma, como quedó demostrado en el análisis8; si es igual, el 
punto E resolverá el problema, pues al ser iguales los sóli-

7 Ver más adelante el Lema al análisis, 141,21 y ss.
8 En el Lema al análisis, para ser precisos.
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dos, las bases son inversam ente proporcionales a las alturas, 

y  EA es a ΑΓ com o el área Δ al cuadrado de lado BE.

Y si el sólido de base Δ y altura ΑΓ es menor que el de 
30 base en el cuadrado de lado BE y altura EA, la síntesis pro

cederá así:
Trácese ΑΓ perpendicular a AB, y  por el punto r  trácese 

138 rz paralela a a b , y  por el punto B y  paralela a ΑΓ trácese b z , 

y  corte ésta a la prolongación de ΓΕ en el punto H y  complé
tese el paralelogramo ΖΘ y  trácese KEA paralela a ZH por el 
punto E.

5 Puesto que el sólido de base Δ y  altura ΑΓ es menor que el 
de base en el cuadrado de BE y  altura e a , entonces EA es a ΑΓ 

como Δ a un área menor que el cuadrado de lado BE, es decir, 
menor que el cuadrado de lado HK. Sea pues e a  a a t  como Δ al 

ío cuadrado de lado hm, y  sea el rectángulo ΓΖΝ igual a Δ. Enton
ces, puesto que e a  es a a t  como Δ — es decir, el rectángulo 
ΓΖΝ— al cuadrado de lado HM, mientras que e a  es a ΑΓ como 
rz a ZH y , por otro lado, rz es a z h  como el cuadrado de 
lado rz es al rectángulo ΓΖΗ, entonces también el cuadrá

is do de lado rz es al rectángulo γ ζ η  como el rectángulo γ ζ ν  es al 
cuadrado de lado HM. Y lo mismo tomando la proposición en 
alternancia [Elem. V 16]: el cuadrado de lado rz es al rectángu
lo ΓΖΝ como el rectángulo ΓΖΗ al cuadrado de lado HM. Pero el 
cuadrado de lado rz es al rectángulo γ ζ ν  como rz a z n  y , por 

20 otro lado, rz es a zn , tomando ZH como altura común, como el 
rectángulo γ ζ η  al rectángulo NZH; y, por tanto, el rectángulo 
ΓΖΗ es al rectángulo NZH como el rectángulo γ ζ η  al cuadrado 
de lado HM. Luego el cuadrado de lado HM es igual al rectángu- 

25 lo HZN. Por tanto, si trazamos por el punto z una parábola de eje 
ZH de manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al 
rectángulo aplicado a ZN9, pasará por el punto M [Con. I l l ] ,

9 Es decir, «d e parám etro z n » .
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Trácese y  sea ΜΞΖ. Y puesto que el rectángulo de dia
gonal θ α  es igual al rectángulo de diagonal AZ [Elem. I 43]

— es decir, el rectángulo ΘΚΛ igual al rectángulo ABZ— , si 
por el punto B y  con asíntotas ΘΓ, ΓΖ trazamos una hipérbo
la, pasará por el punto K según la recíproca del teorema 8 de 30 

los Elementos de las cónicas dé Apolonio10. Trácese y  sea 140 

BK que corte a la parábola en el punto Ξ, y  desde el punto ξ  

trácese ΞΟΠ perpendicular a AB, y  trácese ρ ξ ς  paralela a a b  

por el punto Ξ.
Puesto que ΒΞΚ es una hipérbola y  ΘΓ, r z  sus asíntotas, 5 

y  que ρ ξ , ΞΠ han sido trazadas paralelas a AB, BZ, entonces 
el rectángulo ρξπ  es igual al rectángulo ABZ [Con, II 12].
De manera que el cuadrado PO es igual al rectángulo oz. Por 
tanto, si se traza una recta desde r  hasta Σ, pasará por o 
[Elem. I 43, recíp.]. Pase, y  sea γ ο ς . Puesto que OA es a ΑΓ 10 

como OB a ΒΣ [Elem. VI 4] — es decir, como r z  a ΖΣ—  y, 

por otro lado r z  es a ΖΣ, si se toma ZN como altura común, 
como el rectángulo ΓΖΝ al rectángulo ΣΖΝ, también, por tan
to, OA será a ΑΓ como el rectángulo ΓΖΝ al rectángulo ΣΖΝ. i5

Y por un lado, el área A es igual al rectángulo ΓΖΝ y , por 
otro, el cuadrado de lado ΣΞ — es decir, el cuadrado de lado 
BO—  es igual al rectángulo ΣΖΝ, por la parábola [Con. I l l ] ,  
Entonces OA es a ΑΓ como el área Δ al cuadrado de lado b o .

Luego se ha tomado el punto o que resuelve el problema. 20

(l e m a  a l  a n á l is is)

Que si B E  es el doble de EA el sólido con base en el cua
drado de B E  y  altura EA es el mayor de todos los que se pue
den tomar semejantes a él con altura BA se demostrará así:

10 En nuestros mss. y  ediciones, II 12.
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30 

32 141

5

142

Sea de nuevo, como en el análisis, dada una recta ΑΓ per
pendicular a AB, y una vez trazada re  prolongúese y corte en 

el punto z a la paralela a ΑΓ trazada 
por el punto B; y por los puntos Γ, z 
trácense ΘΖ, ΓΗ paralelas a AB y pro
longúese ΓΑ hasta Θ y, paralela a ésta 
por el punto E, trácese KEA, y sea EA 

a ΑΓ como el rectángulo ΓΗΜ al cua
drado de lado e b .

Entonces el sólido con base en el 
cuadrado de lado BE y altura e a  es 

igual al sólido con 
z base en el rectángu

lo γη μ  y altura ΑΓ, 

puesto que las bases 
de los dos sólidos 
están en proporción 
inversa a sus alturas.

Digo que el só
lido con base en el

Ω
- t -

M

Π \  H
rectángulo γη μ  y al
tura a t  es el mayor 
de todos los que se 
pueden construir se
mejantes a él con al
tura BA.

Trácese por el 
punto H y con eje 
ZH una parábola de

manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al rec
tángulo aplicado a HM. Pasará por K, como se ha demostrado
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en el análisis, y al prolongarla cortará a la recta ΘΓ que es 
paralela al diámetro de la sección11 por la proposición 27 
del libro I de los Elementos de las cónicas de Apolonio12. 
Prolongúese, y córtense en el punto N, y por el punto B y 10 

con asíntotas ΝΓ, γ η  trácese una hipérbola. Como se ha di
cho en el análisis, pasará por el punto K. Pase como BK, y 
construyase ΗΞ como prolongación de ZH e igual a ella13, y 
trácese ΞΚ y prolongúese hasta o. 15

Entonces es evidente que es tangente a la parábola por la 
recíproca de la proposición 14 del libro I de los Elementos de las 
cónicas de Apolonio14. Puesto que BE es el doble de EA, pues 
así se ha supuesto —es decir, ZK el doble de K©— , y que el 20 

triángulo ΟΘΚ es semejante al triángulo ΞΖΚ, entonces también 
ΞΚ es el doble de KO; y por otro lado, ΞΚ es el doble de ΚΠ 
porque también ΞΖ es el doble de ΞΗ y porque ΠΗ es paralela a 
KZ; por tanto, OK es igual a ΚΠ; por tanto ΟΚΠ, al ser tangente 25 

a la hipérbola y estar entre las asíntotas, es cortada por la mi- 144 

tad; luego es tangente a la hipérbola por la recíproca de la pro
posición 3 del libro II de los Elementos de las cónicas de Apo
lonio. Y también era tangente a la parábola en el mismo punto 5 

K; luego la parábola es tangente a la hipérbola en el punto K.
Así pues, considérese también la hipérbola prolongada 

hasta P, y  tómese en la recta AB un punto al azar Σ, y  por el 
punto Σ trácese ΤΣΥ paralela a ΚΛ y  corte15 a la hipérbola en 10 

el punto T, y  por el punto T trácese ΦΤΧ paralela a γη.
Puesto que el rectángulo ΦΥ es igual al ΓΒ por la hipér

bola y  las asíntotas [Con. II 12], si les restamos en común el 
rectángulo ΓΣ, el rectángulo ΦΣ es igual al ΣΗ, y  por esa ra- 15 

zón, la recta trazada desde r  hasta x  pasará por el punto Σ. 
Pase y  sea ΓΣΧ. Y puesto que el cuadrado de lado ΨΧ es

11 Entiéndase: «paralela al eje de la parábola
12 En nuestros mss. y ediciones, 1 26.
13 Traduzco libremente el texto transmitido por los manuscritos en el 

sentido de la corrección propuesta por Heiberg.
14 En nuestros mss. y  ediciones, I 33.
15 Entiéndase: «corte ΤΣΥ».
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igual al rectángulo XHM por la parábola [Con. I 11], el cua
drado de lado TX es menor que el rectángulo XHM.

Sea entonces el rectángulo ΧΗΩ igual al cua
drado de lado t x .

Entonces, puesto que ΣΑ es a ΑΓ como ΓΗ a 
HX, mientras que ΓΗ es a ΗΧ, si tomamos como 
altura común ΗΩ, como el rectángulo ra n  al 

rectángulo ΧΗΩ y como 
al cuadrado de lado x t , 

que es igual a él —es 
decir, al cuadrado de 
lado ΒΣ— entonces el 
sólido de base en el 
cuadrado de lado ΒΣ y 
altura ΣΑ es igual al só
lido de base en el rec
tángulo γ η ω  y altura 
γα. Y el sólido de base

H
Ω M

en el rectángulo γ η ω  y 
altura γ α  es menor que 
el sólido de base en el 
rectángulo ΓΗΜ y altura 
ΓΑ.

Luego el sólido de 
base en el cuadrado de 

lado ΒΣ y altura ΣΑ es menor que el sólido de base en el 
cuadrado de lado BE y altura e a .

De la misma manera se demostrará también para todos los 
puntos tomados entre E, B.

Pero tómese ahora entre E, A un punto ς.
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Digo que también así el sólido de base en el cuadrado 
de lado BE y altura EA es mayor que el sólido de base en el 
cuadrado de lado Βς y altura ςΑ.

Con las mismas construcciones, trácese por el punto ς la 
recta SçP paralela a ΚΛ, y corte a la hipérbola por el punto p 

—la cortará por ser paralela a la asíntota [Con. II 13]—  y 
una vez trazada por el punto p la recta a 'p b ' paralela a AB, 

corte a la prolongación de HZ en el punto b '.

Y puesto que de nuevo, por la hipérbola [Con. II 12], el 
rectángulo r'S  es igual al rectángulo a h , la recta trazada 
desde Γ hasta b ' pasará por el punto ς. Pase, y  sea ΓςΒ'. Y de 
nuevo, por la parábola [Con. I 11], el cuadrado de lado a 'b ' 

es igual al rectángulo b 'h m , luego el cuadrado de lado p b ' es 
menor que el rectángulo b 'h m . Sea el cuadrado de lado p b ' 

igual al rectángulo β 'η ω .

Así, puesto que ςΑ es a ΑΓ como γ η  a h b ' mientras que 
ΓΗ es a h b ' —si tomamos ΗΩ como altura común— como el 
rectángulo ΓΗΩ es al rectángulo β 'η ω  — es decir, como al 
cuadrado de lado p b '; es decir, como al cuadrado de lado 
Βς— entonces el sólido de base en el cuadrado de lado Βς y 
altura ςΑ es igual al sólido de base en el rectángulo γ η ω  y al
tura ΓΑ. Y el rectángulo γ η μ  es mayor que el rectángulo 
γ η ω ; luego el sólido con base en el cuadrado de lado BE y 
altura EA también es mayor que el sólido con base en el 
cuadrado de lado Βς y altura ςΑ. Y se demostrará de la mis
ma manera para el caso de todos los puntos tomados entre 
E, a ; y se había demostrado para el caso de todos los puntos 
tomados entre E, B.

Luego el sólido con base en el cuadrado de lado b e  y 
altura e a  es el mayor de todos los que pueden tomarse de 
manera semejante con altura a b  cuando b e  sea el doble 
de EA.
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^

También hay que saber lo que se sigue de la construc
ción indicada: puesto que se ha demostrado que el sólido de 
base en el cuadrado de ΒΣ y altura ΣΑ y el sólido de base en 
el cuadrado de lado Βς y altura ςΑ son menores que el sólido 
de base en el cuadrado de lado BE y altura e a , también es 
posible, dado un sólido de base en un área dada con una al
tura dada que sea menor que el sólido de base en el cuadra
do de lado b e  y altura EA, resolver el problema del principio 
si se corta la recta a b  en dos puntos16.

Esto ocurre si consideramos trazada una parábola de 
diámetro XH de manera que el cuadrado de las ordenadas 
equivalga al rectángulo aplicado a ΗΩ. Tal parábola pasa 
necesariamente por el punto T [Con I 11], Y puesto que por 
fuerza ha de cortar a la recta ΓΝ paralela a su diámetro [Con. 
I 26], es evidente que también corta a la hipérbola por otro 
punto por encima de K, como aquí en el punto P, y  una vez 
trazada una perpendicular desde P a AB, como aquí Ρς, corta 
por el punto ς a AB, de manera que el punto ς resuelve el 
problema, y  el sólido con base en el cuadrado de lado ΒΣ y  

altura ς α  es igual al sólido de base en el cuadrado de lado Βς 

y  altura ςΑ, como queda claro por las demostraciones ante
riores.

De modo que, puesto que es posible tomar dos puntos en 
la recta BA que resuelvan el problema investigado, cabe to
marlo, según quiera uno, o bien entre ε , β ο  bien entre E, A. 

Pues si se toma el punto entre E, B, como se ha dicho, trazada 
la parábola que pasa por los dos puntos Η, T, que corta a la

16 Es decir, que el prob lem a tiene dos soluciones posibles, una, cor
tando la  rec ta  AB entre los puntos E, A y  otra, entre E, B, com o aclara m ás 
adelante.
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hipérbola por dos puntos, el uno, m ás próxim o a H — es decir, 
al eje de la  parábola—  servirá para hallar el punto entre E, B, 25 

com o aquí T sirve para hallar Σ; e l otro, m ás lejano, servirá 
para hallar e l punto entre E, a , com o aquí P sirve para hallar ς.

De esta manera, el problema se ha sometido a análisis y  150 

síntesis de modo general. Para acomodarlo también a las pa
labras de Arquímedes, considérese, como en la propia cons
trucción de lo expuesto, ΔΒ el diámetro de la esfera, BZ el ra
dio, y  ΖΘ la recta dada17.

Dice: Por tanto, hemos llega
do a cortar la recta por el 
punto X, de manera que X Z  sea a 
la recta dada como el área dada 
al cuadrado de lado ΔΧ. Pero es
to que se ha dicho de modo absoluto conlleva un dioris
mol$. Pues si el sólido construido con base en el área dada y 
con la recta dada por altura fuera mayor que el sólido con base 10 

en el cuadrado de lado ΔΒ y altura BZ, el problema sería
imposible de resolver, como se ha demostrado, mientras que
si fuera igual, el punto B resolvería el problema, y entonces 
no tendría nada que ver con lo planteado por Arquímedes al 
principio, pues la esfera no quedaría cortada en la razón da
da. Luego lo que se había dicho de modo absoluto requería 15 

un diorismo. Pero añadidos los requisitos que figuran aquí 
—a saber, que ΔΒ sea el doble de ZB y que BZ sea mayor que 
ΖΘ— entonces no exige el diorismo: pues el sólido dado de 
base en el cuadrado de lado ΔΒ y de altura dada z Θ es menor 
que el sólido con base en el cuadrado de lado ΔΒ y altura BZ, 20 

por ser b z  mayor que ΖΘ; y si eso se da, hemos demostrado 
que es posible resolverlo y cómo se avanza en el problema.

17 Remite a la figura de Esf. cil. I I 4, pág. 213.
18 Esf. cil. I I 4, 190, 26-29.
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Hay que hacer notar que lo dicho por Arquímedes con- 
25 cuerda con nuestro análisis. Pues al principio hace una afir- 

ación después de su análisis general diciendo a lo que ha 
llegado: Hay que cortar la recta dada ΔΖpor el punto x, y  

hacer que X Z  sea a la recta dada como el área dada al cua
drado de lado a x 19. Y luego, tras expresarse así, como lo di- 

152 cho de manera general requiere un diorismo, pero añadien
do los requerimientos descubiertos por él —a saber, que la 
recta ΔΒ sea el doble de BZ y que BZ sea mayor que ΖΘ— no 
requiere el diorismo, toma de nuevo una parte del problema 

5 y dice: El problema será de esta manera: dadas dos rectas 
AB, B Z y  siendo A B el doble de B Z y  dado un punto Θ en la 
recta BZ, cortar a b  por el punto X20, no diciendo ya, como 
antes, que haya que cortar ΔΖ, sino ΔΒ, porque él sabía, co- 

ío mo hemos demostrado nosotros más arriba, que son dos los 
puntos que se pueden tomar en ΔΖ y resuelven el problema, 
uno entre Δ, B y otro, entre B, z, de los cuales el que está en
tre Δ, B era el que servía para lo que el proponía al principio. 

15 Esto lo hemos escrito con claridad en la medida de lo 
posible siguiendo las palabras de Arquímedes. Pero puesto 
que, como dijimos antes, al no poder encontrar Dionisodoro 
en modo alguno los escritos prometidos por Arquímedes pa
ra el final, y faltándole recursos para hallar lo que estaba sin 

20 exponer, fue por otro camino y redactó una manera de reso
lución del problema entero no falta de gracia, y creimos que 
necesariamente era menester añadirla a ésta, corrigiéndola 
en lo posible. Pues también ésta, por el gran descuido de la 
gente, presentaba la mayor parte de las demostraciones em- 

25 brolladas por la multitud de errores en todas las copias que 
hemos encontrado.

19 E sf cil. I I 4, 190, 22-25.
20 E sf cil. I I4, 190, 29 y  ss.
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SEGÚN DIONISODORO

Cortar la esfera dada mediante un plano de manera que 
sus segmentos guarden entre sí la razón dada.

Sea la esfera dada, cuyo diámetro es AB, y la razón dada 30154 

la que guarda ΓΔ con δ ε .

Hay que cortar la esfera mediante un plano perpendicu
lar a a b  de manera que el segmento con vértice en A guarde 
con el segmento con vértice en Β la razón que guarda ΓΔ 

con ΔΕ.

Prolongúese BA hasta z, y sea AZ la mitad de AB, y 5 

guarde ZA con AH la razón de ΓΕ a ΕΔ, y sea AH perpendicu
lar a AB y tómese A© como media proporcional de ZA, AH; 

entonces, A© es mayor que AH. Y con eje ZB y por el punto 
z trácese una parábola de manera que el cuadrado de las or- 10 

denadas equivalga al rectángulo aplicado a AH. Por tanto, 
pasará por el punto ©, puesto que el rectángulo ΖΑΗ es igual 
al cuadrado de lado A© [Con. 111]. Trácese pues y sea ζ θ κ ,  

y por el punto B constrúyase BK paralela a A©, y corte a la
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15 parábola en el punto K; y  por el punto H, con asíntotas ZB, 
BK, trácese una hipérbola. Cortará a la parábola entre los pun
tos Θ, K21. Córtela en A, y  desde Λ trácese ΛΜ perpendicular 
a AB, y  por los puntos Η, Λ trácense HN, ΛΞ paralelas a AB.

Puesto que HA es una hipérbola y  las rectas AB, BK son 
20 sus asíntotas y  las rectas ΜΑ, λ ξ  son paralelas a AH, HN, en

tonces el rectángulo AHN es igual al rectángulo MAH, por la 
proposición 8 del Libro II de los Elementos de las cónicas 
de Apolonio22. Pero HN es igual a AB y  ΛΞ igual a MB; luego 
el rectángulo am b es igual al rectángulo h a b  y  por ser 

25 igual el rectángulo comprendido por los extremos que el 
comprendido por los medios, las cuatro rectas están en pro
porción [Elem. VI 16], Luego am  es a h a  como AB a BM; y  
por tanto, el cuadrado de lado AM es al cuadrado de lado HA 

156 como el cuadrado de lado AB al de lado BM. Y puesto que 
por la parábola [Con. I 11] el cuadrado de lado AM es igual 
al rectángulo comprendido por ZM, AH, entonces ZM es a ΜΛ 
como MA a AH [Elem. VI 17], Entonces, la primera es a la 
tercera como el cuadrado de la primera es al cuadrado de 

5 la segunda [Elem. V, def. 10] y como el cuadrado de la se
gunda es al cuadrado de la tercera. Luego ZM es a a h  como 
el cuadrado de lado AM es al cuadrado de lado HA. Pero se 
había demostrado que el cuadrado de lado AM es al cuadra
do de lado AH como el cuadrado de lado AB al de lado BM. 
Por tanto, el cuadrado de lado AB es al cuadrado de lado 

ío BM como la recta ZM a la recta AH. Pero el cuadrado de lado 
AB es al cuadrado de lado BM como el círculo cuyo radio es 
igual a AB es al círculo cuyo radio es igual a BM [Elem. XII 
2 ]. Por tanto, el círculo cuyo radio es igual a AB es al círculo 
cuyo radio es igual a BM como la recta ZM es a la recta AH.

21 Heiberg lo justifica diciendo que «caerá por dentro de H y 110 pasará 
por fuera de la asíntota BK.

22 En nuestros mss. y ediciones, II 12.



E C U A C IÓ N  D E  TERCER G R A D O 407

Luego el cono que tiene por base el círculo cuyo radio es 
igual a AB y por altura AH es igual al cono que tiene por ba
se el círculo cuyo radio es igual a BM y por altura ZM. Y 
puesto que en estos conos las bases son inversamente pro
porcionales a las alturas, los conos son iguales [Esf. cil. I, 
lema 4 post 16]. Pero el cono que tiene por base el círculo 
cuyo radio es igual a a b  y por altura ZA es al cono que tiene 
la misma base y por altura a h  como la recta ZA a la recta 
AH, es decir, como ΓΕ a ΕΔ, puesto que si están sobre la 
misma base son entre sí como sus alturas [Esf cil. I, lema 1, 
post. 16], Y entonces el cono que tiene por base el círculo 
cuyo radio es igual a AB y por altura z a  es al cono que tiene 
por base el círculo cuyo radio es igual a BM y por altura ZM 
como la recta ΓΕ a la recta ΕΔ. Pero el cono que tiene por 
base el círculo cuyo radio es igual a AB y por altura z a  es 
igual a la esfera [Esf cil. I 34], mientras que el cono que 
tiene por base el círculo cuyo radio es igual a BM y por altu
ra ZM es igual al segmento de la esfera cuyo vértice es B y 
su altura BM, como se demostrará a continuación. Por tanto, 
la esfera guarda con el segmento indicado la razón de ΓΕ a 
ΕΔ. Y por descomposición [Elem. V 17], el segmento cuyo 
vértice es A y su altura AM guarda con el segmento cuyo 
vértice es B y su altura BM la razón que guarda ΓΔ con ΔΕ.

Luego, prolongado el plano perpendicular a AB que pasa 
por ΛΜ, corta a la esfera en la razón dada. Que es lo que 
había que hacer.

(le m a )

Que el cono que tiene por base el círculo cuyo radio es 
igual a BMy por altura ZMes igual al segmento de la esfera 
cuyo vértice es B y su altura BM se demostrará así.
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Sea ZM a m a  como OM a m b . Entonces el cono que tiene 
la misma base que el segmento y por altura OM es igual al 

20 segmento [Esf. cil. II 2], Y puesto que ZM es a m a  como OM 
a MB, también, tomando la proporción en alternancia [Elem.
V 16], ZM es a mo  como am  a m b ; pero am  es a mb como el 
cuadrado de lado ΠΜ es al cuadrado de lado m b , y el cua
drado de lado ΠΜ es al cuadrado de lado MB como el círculo 

25 cuyo radio es igual a ΠΜ al círculo cuyo radio es igual a MB 
[Elem. XII 2], luego el círculo cuyo radio es igual a ΠΜ es al 
círculo cuyo radio es igual a mb como MZ a MO [Esf. cil. I, 
lema 1, post. 16]. Por tanto, el cono que tiene por base el cír- 

30 culo cuyo radio es igual a MB y por altura ZM es igual al co
no que tiene por base el círculo cuyo radio es igual a ΠΜ y 

160 por altura MO, pues sus bases son inversamente proporciona
les a sus alturas.

De modo que también es igual al segmento.

SEGÚN DIOCLES EN LOS ESPEJOS USTORIOS

5 También Diocles, a modo de prólogo, escribe esto en los 
Espejos ustorios:

En el tratado Sobre la esfera y  el cilindro, Arquímedes 
demostró que todo segmento de esfera es igual a un cono 
que tiene la misma base que el segmento y  por altura una 
recta que guarda con la perpendicular trazada desde el vérti- 

io ce del segmento hasta su base una razón que es la que guar
da la suma del radio de la esfera más la altura del otro seg
mento con la altura del otro segmento [Esf. cil. II 2],

Por ejemplo, si ΑΒΓ fuera la esfera y  fuera cortada por el 
is plano del círculo de diámetro ΓΔ y , siendo el diámetro AB y  

el centro E, hiciéramos que la suma de e a , z a  fuera a z a
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com o  HZ a ZB y , adem ás, que la  sum a de eb , BZ fuera a ZB 
com o  ΘΖ a z a ,  está  dem ostrado que e l segm en to  ΓΒΔ d e la 
esfera es igu a l al co n o  cu ya  b ase  es e l círculo  de d iám etro 20 

ΓΔ y  su  altura ZH, y  que e l segm en to  γ α δ  es igu a l al con o  
cuya base es la  m ism a  y  su  altura ΘΖ.

Tras haber propuesto él cortar la esfera dada mediante 
un plano, de manera que los segmentos de la esfera guarda
ran entre sí la razón dada, y una vez llevada a cabo la cons- 25 

tracción indicada, dice: Luego ha sido dada la razón entre 
el cono cuya base es el círculo de diámetro ΓΔ y  su altura 
ΖΘ con el cono cuya base es la misma y  su altura Z H 21, pues 
también esto se había demostrado: los conos que están sobre 162 

las mismas bases son entre sí como sus alturas [Esf. cil. I, 
lema 1, post. 16]. Luego ha sido dada la razón de ΘΖ a ZH. Y 
puesto que ΘΖ es a ZA como la suma de e b , b z  a ZB, por 
descomposición [Elem. V 17] ΘΑ será a AZ como EB a ZB. Y 5 

por la misma razón, también HB será a ZB como esa misma 
recta24 a ZA.

Por tanto, el problema resulta ser éste: dada en posición 
una recta AB y dados dos puntos A, B y dada la recta EB, cor
tar la recta AB por el punto z y añadir las rectas θ α , BH de 10 

manera que ΘΖ guarde con ZH la razón dada y que además 
ΘΑ sea a AZ como la recta dada a z b , y que HB sea a BZ co-

23 Esf. cil. I I4, 188, 1 y  ss.
24 Es decir, EB.
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mo la misma recta dada a ZA. Y esto queda demostrado a 
is continuación, pues Arquímedes, tras explicarlo por extenso, 

lo reduce a otro problema, cuya demostración no da en So
bre la esfera y  el cilindro.

* * *

Dada en posición una recta AB y  dados dos puntos A, B 
y  la razón que guarda la recta Γ con la recta Δ, cortar AB 

20 por el punto E y añadir las rectas ZA, HB, de manera que Γ  
sea a A como ZE a EHy, además, za  sea a AE como una rec
ta dada a be, y  hb sea a BE como la misma recta dada a EA.

25 Dése por hecho, y trácense las rectas ΘΑΚ, a b m  perpen
diculares a AB, y construyanse, iguales a la recta dada, cada 
una de las rectas AK, BM. Una vez trazadas KE, m e , prolon
gúense hasta A, Θ, y trácese también KM; y por el punto A 
trácese AN paralela a a b , y por el punto E, ξ ε ο π  paralela 
aNK.

30 Puesto que z a  es a AE como MB a b e  —pues se había 
164 supuesto—  y, por otro lado, MB es a BE como θ α  a AE por la
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semejanza de triángulos25, entonces ZA es a AE como ΘΑ a 
a e . Por tanto, ZA es igual a θ α  [Elem. V 9]. Por la misma 
razón, también BH es igual a BA. Y puesto que la suma de 
θ α , a e  es a la suma de MB, BE como la suma de KA, a e  a la 5 
suma de AB, BE —pues cada una de esas razones es la mis
ma que la de AE a EB— , entonces el rectángulo comprendi
do por la suma de θ α , a e  y la suma de AB, BE es igual al 
rectángulo comprendido por la suma de KA, AE y la suma de 10 

MB, BE.
Constrúyanse cada una de las rectas AP, ΒΣ iguales a KA.
Puesto que la suma de las rectas ΘΑ, AE es igual a ΖΕ y 

que, por otro lado, la suma de AB, BE es igual a EH, y que la 
suma de KA, AE es igual a p e , y que la suma de MB, BE es 
igual a ΣΕ, y que se había demostrado que el rectángulo 
comprendido por la suma de ΘΑ, AE y la suma de AB, BE es is 
igual al rectángulo comprendido por la suma de KA, AE y la 
suma de MB, BE, entonces el rectángulo ZEH es igual al rec
tángulo ρ ε ς . Por ello, si el punto P cae entre los puntos A, z, 
entonces el punto Σ caerá por fuera de H y a la inversa. Y 
puesto que la recta Γ es a la recta Δ como z e  a EH y, por otro 166 

lado, ZE es a EH como el rectángulo ZEH es al cuadrado de 
lado EH, entonces Γ es a A como el rectángulo ZEH es al cua
drado de lado EH. Y se había demostrado que el rectángulo 
ZEH era igual al rectángulo ΡΕΣ. Por tanto, Γ es a Δ como el 5 
rectángulo ΡΕΣ al cuadrado de lado e h .

Trácese eo  igual a BE, y después de taza r BO prolon
gúese ésta por ambos lados, y córtenla en los puntos T, Y las 
rectas ΣΤ, p y  trazadas perpendicularmente desde los puntos 
Σ, p.

Puesto que TY ha sido trazada por un punto dado B hacia 
una recta AB dada en posición y formando un ángulo dado 10

25 Se refiere a lo s  triángu los MBE, α θ ε ;  Elem. V I 4.
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EBO que es la mitad de un recto, entonces TY ha sido dada 
en posición [Dat. 30]. Y una vez trazadas las rectas ΣΤ, p y  
desde los puntos Σ, p dados en posición la cortan26 en los 
puntos T, Y; luego los puntos T, Y han sido dados [Dat. 25], 
Luego la recta TY ha sido dada en posición y  en magnitud.
Y puesto que por la semejanza de los triángulos EOB, ΣΤΒ el 
lado TB es al BO como el ΣΒ es al BE [Elem. VI 4], también 
por composición [Elem. V 18] το es a o b  como σε  es a e b . 
Pero BO es a OY como BE es a e p  [Elem. VI 2]. Por tanto, ex 
aequali [Elem. V 22], το es a OY como ΣΕ es a EP. Pero το 
es a OY como el rectángulo TOY es al cuadrado de lado OY, 
mientras que ΣΕ es a e p  como el rectángulo ΣΕΡ al cuadrado 
de lado EP. Luego el rectángulo τ ο υ  es al cuadrado de lado 
ο υ  como el rectángulo σ ε ρ  al cuadrado de lado e p . Y, to
mando la proporción en alternancia [Elem. V 16], el rectán
gulo TOY es al rectángulo ΣΕΡ como el cuadrado de lado OY 
es al cuadrado de lado e p . Y el cuadrado de lado OY es el 
doble del cuadrado de lado EP, puesto que también el cua
drado de lado o b  es el doble del cuadrado de lado BE. Luego 
también el rectángulo t o y  es el doble del rectángulo σ ε ρ ; y  
se había demostrado que el rectángulo ΣΕΡ guardaba con el 
cuadrado de lado EH la razón de Γ a Δ; luego también el rec
tángulo ΤΟΥ guarda con el cuadrado de lado EH la razón del 
doble de Γ a Δ. Por otro lado, el cuadrado de lado EH es 
igual al cuadrado de lado so, pues cada una de las rectas EH, 
ΞΟ es igual a la suma de ΛΒ, BE. Por tanto, el rectángulo TOY 
guarda con el cuadrado de lado so  la razón del doble de Γ a 
Δ. Y la razón del doble de Γ con Δ ha sido dada; luego tam
bién ha sido dada la razón del rectángulo τ ο υ  con el cua
drado de lado so.

26 Es decir, cortan a la s  p ro lon gacion es d e  la  recta BO.
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Si ahora hacemos que Δ sea al doble de Γ como t y  a s 
otra recta Φ, y  trazamos en tomo a t y  una elipse de manera 
que el cuadrado de las ordenadas en el ángulo ΞΟΒ —es de
cir, en medio ángulo recto— equivalga a los rectángulos 
aplicados a Φ deficientes en un rectángulo comprendido por 
t y ,  Φ, pasará27 por el punto Ξ por la recíproca de la proposi- 10 

ción 20 del Libro I de los Elementos de las cónicas de Apo
lonio.

Trácese y  sea ΥΞΤ.
Entonces el punto Ξ tocará a la elipse dada en posición.

Y puesto que ΛΚ es la diagonal del paralelogramo n m , en
tonces el rectángulo ΝΞΠ es igual al rectángulo ABM [Elem. I 15 

43]. Por tanto, si por el punto B trazamos una hipérbola de 
asíntotas ΘΚ, KM, pasará por el punto Ξ [Con. II 12] y  habrá 
sido dada en posición por haber sido dados también en po
sición el punto B y  las dos rectas a b , bm  y , por ello, las asín
totas ΘΚ, KM.

Trácese y sea ΞΒ28. 20

Entonces el punto Ξ toca a la hipérbola dada en posi
ción; y también tocaba a la elipse dada en posición. Luego 
el punto Ξ ha sido dado [Dat. 25], Y, a partir de él, la per
pendicular HE; luego también ha sido dado el punto E [Dat. 
30]. Y puesto que MB es a BE como z a  a AE, y AE ha sido 
dada, entonces también ha sido dada AZ. Por la misma ra- 25 

zón, también ha sido dada HB.

Y la  s ín tesis se  com pondrá así: co n  la  m ism a  construc
c ió n , sea  AB la  recta  dada q u e h ay  qu e cortar y  AK la  otra  
recta dada y  sea  la  razón  dada la  de Γ a Δ.

Trácese bm , que sea igual a AK, perpendicular a AB, y 30 

trácese KM, y constrúyanse AP y ΒΣ iguales a KA, y desde los

27 Entiéndase: «la elipse».
28 Entiéndase: «la hipérbola mencionada».
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170 puntos P, Σ trácense las perpendicu lares PY, σ τ  y  en  e l punto  
B29 constru yase e l án gu lo  a b o  igu a l a m ed io  recto , y  una v e z  
prolongada BO por am bos lad os, corte a las rectas ΣΤ, PY en  

5 lo s  p untos T, Y, y  sea  δ  al d ob le  de r  com o  TY a Φ, y  en  tor
no  a TY trácese u n a  e lip se  de m anera que e l  cuadrado d e  las  
ordenadas en  m ed io  recto  eq u iva lga  a lo s  rectán gu los ap li
cados a Φ d efic ien te s  en  u n  rectángulo  sem ejante a TY, Φ; y  
por e l punto B y  co n  asín totas AK, KM trácese la  h ipérbola  

ίο ΒΞ que corte a la  e lip se  en  e l punto H, y  a partir de Ξ trácese  
ΞΕ perpendicular a AB y  p ro lon gú ese  hasta Π y  por e l punto  
Ξ trácese ΛΞΝ paralela  a AB y  pro lon gú en se KA, MB hasta  lo s  
puntos A , © y , trazada ME, p ro lon gú ese  y  corte a KN en  e l 
punto ©.

is Puesto que ΒΞ es una hipérbola y ΘΚ, KM sus asíntotas, 
el rectángulo ΝΞΠ es igual al rectángulo ABM por la proposi
ción 8 del Libro II de los Elementos de las cónicas de Apo- 
lonio30, y por ello ΚΕΛ es una recta [Elem. I 43, recíp.]. 

20 Construyanse AZ igual a ©A y BH igual a AB. Puesto que el 
doble de Γ es a Δ como Φ a t y , y φ es a TY como el rectán
gulo t o y  es al cuadrado de lado so  por la proposición 
20 del Libro I de los Elementos de las cónicas de Apolo- 
nio31, entonces el doble de r  es a Δ como el rectángulo ΤΟΥ 

25 al cuadrado de lado ΞΟ. Y puesto que TB es a b o  como ΣΒ a 
BE, también por composición [Elem. V 18] το  será a OB 
como ΣΕ a EB. Pero BO es a OY como BE a e p ; por tanto, ex 
aequali [Elem. V 22], το  es a OY como σε  a e p . Y, por tan- 

30 to, el rectángulo τ ο υ  es al cuadrado de lado OY como el rec
tángulo σερ  al cuadrado de e p . Y tomando la proporción en 
alternancia [Elem. V 16], el rectángulo t o y  es al rectángulo

29 Es decir, «con vértice  en B».
30 En nuestros mss. y  ediciones, II 12.
31 En nuestros mss. y  ediciones, 121.
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σ ε ρ  como el cuadrado de lado OY al cuadrado de lado EP. 172 

Pero el cuadrado de lado OY es el doble del cuadrado de la
do EP, porque también el cuadrado de lado BO es el doble 
del cuadrado de lado b e , pues BE es igual a EO al ser medio 
ángulo recto cada uno de los ángulos de vértice en B, o . 
Luego el rectángulo TOY es el doble del rectángulo σ ερ . Por 5 

consiguiente, puesto que se había demostrado que el doble 
de r  es a Δ como el rectángulo t o y  al cuadrado de lado e o , 
también estarán en proporción las mitades de los anteceden
tes. Luego Γ es a Δ como el rectángulo ΡΕΣ es al cuadrado de 
lado so, es decir, al de lado EH, pues ΞΟ es igual a EH por 
ser cada una de ellas igual a la suma de AB, BE. Y puesto 10 

que la suma de θ α , a e  es a la suma de MB, BE como la suma 
de KA, AE a la suma de AB, BE — pues cada una de estas ra
zones es la misma que la de a e  a EB— , entonces el rectán
gulo comprendido por la suma de θ α , a e  y  la suma de AB, 15 

b e  es igual al rectángulo comprendido por la suma de KA, 
a e  y  la suma de MB, b e . Pero la recta ZE es igual a la suma 
de θ α , AE, y  la recta EH es igual a la suma de a b , b e , y  la recta 
pe es igual a la suma de KA, a e  y  la recta ΕΣ es igual a la 
suma de m b , b e . Luego el rectángulo ZEH es igual al rectán- 20 

guio ΡΕΣ. Pero r  es a Δ como el rectángulo ΡΕΣ es al cuadra
do de lado EH; luego r e s  aA también como el rectángulo 
ZEH es ál cuadrado de lado e h . Pero el rectángulo ZEH es al 
cuadrado de lado EH como la recta ZE a la recta e h . Luego r  
es a Δ como ZE a EH. Y puesto que MB es a BE como ΘΑ a AE 25 

y , por otro lado, θ α  es igual a z a , entonces MB es a BE como 
z a  a AE. Por la misma razón, también KA es a AE como HB 
a b e .

Luego dada la recta AB y  otra recta AK y  la razón de r  a 30 

Δ, se ha tomado un punto al azar E en la recta AB y  se han 
añadido las rectas ZA, h b  y  han resultado las rectas Z E , e h  174 

que guardan la razón dada y , además, la recta dada MB es a
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BE como z a  a AE y  la propia recta dada KA es a a e  como HB 
es a BE. Que es lo que había que hacer.

5 Una vez demostrado esto, es posible cortar la esfera 
dada en la razón dada del modo siguiente'.

Sea AB el diámetro de la esfera dada y  sea la de r  a Δ la 
razón dada que han de guardar entre sí los segmentos de la 

10 esfera. Y sea E el centro de la esfera, y  tómese en el diáme
tro AB un punto z  y  añádansele las rectas HA, ΘΒ de manera 
que r  sea a Δ como H z a z e y  además HA sea a AZ como el 
radio dado e b  a BZ y  que, por otro lado, ΘΒ sea a BZ como la 

15 propia recta dada e a  es a a z .  Ya se ha demostrado antes que 
es posible hacer esto. Y por el punto Ζ trácese ΚΖΛ perpen
dicular a ΑΒ y  corte a la esfera un plano que al trazarlo pase 
por KA y  sea perpendicular a AB.

Digo que los segmentos de la esfera guardan entre sí la 
razón de r  a Δ.

20 Puesto que HA es a AZ como EB a BZ, también serán pro
porcionales por composición [Elem. V 18]; luego HZ es a ZA 
como la suma de EB más BZ es a BZ. Luego el cono que tie
ne por base el círculo de diámetro KA y  por altura ZH es 

25 igual al segmento de esfera que tiene la misma base y  por 
altura z a  [Esf. cil. II 2], A la vez, puesto que ΘΒ es a BZ co
mo e a  a AZ, también, por composición, ΘΖ es a BZ como la 
suma de EA, AZ a a z . Luego el cono que tiene por base el 

30 círculo de diámetro KA y  por altura ΖΘ es igual al segmento 
de esfera que tiene la misma base y  la altura BZ.
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Por consiguiente, puesto que los conos indicados están 
sobre la misma base, son entre sí como sus alturas [Esf. cil., 
lema 1, post. 16], es decir, que guardan la razón de HZ a ΖΘ, 

esto es, la de r  a Δ y ,  por tanto, los segmentos de esfera 
guardan entre sí la razón dada. Que es lo que había que 
hacer.

* *

De qué manera se ha de trazar una hipérbola por el pun
to dado con las asíntotas dadas lo demostraremos así, puesto 
que no figura en los Elementos de las Cónicas32.

Sean dos rectas γ α , a b  que contienen un ángulo cual
quiera con vértice en a , y dese 
un punto Δ y propóngase trazar 
una hipérbola de asíntotas ΓΑ, AB 

que pase por Δ.
Trácese ΑΔ y prolongúese has

ta H, y construyase AE igual a δ α , 

y por el punto Δ trácese ΔΖ para
lela a a b  y sea z r  igual a a z  y, 
una vez trazada ΓΔ, prolongúese 
hasta Β y sea el rectángulo com
prendido por ΔΕ, H igual al cua
drado de lado ΓΒ y, una vez pro
longada ΑΔ, trácese la hipérbola 
en tomo a ella por el punto Δ de 
manera que el cuadrado de las 
ordenadas equivalga a los rectángulos aplicados a H exceden
tes en un rectángulo semejante al comprendido por ΔΕ, H.

Digo que γ α , a b  son las asíntotas de la hipérbola trazada.

32 Heiberg considera que este lema sobre la construcción de la hipér
bola es una adición de Eutocio al texto de Diocles.
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Puesto que ΔΖ es paralela a BA y  ΓΖ es igual a ZA, enton
ces también γ δ  es igual a ΔΒ [Elem. VI 2], De manera que el 
cuadrado de lado ΓΒ es el cuádruple del cuadrado de lado 
γ δ . Y el cuadrado de lado γ β  es igual al rectángulo com- 

25 prendido por ΔΕ, H; luego cada uno de los cuadrados de lado 
ΓΔ, ΔΒ es la cuarta parte de la figura comprendida por ΔΕ, H. 

Luego las rectas ΓΑ, a b  son las asíntotas de la hipérbola por 
el teorema 1 del Libro II de los Elementos de las cónicas de 
Apolonio.



EUTOCIO

COMENTARIO A LA «MEDIDA DEL 
CÍRCULO»



A  L A  PROPOSICIÓN 3

En este teorema se nos requiere constantemente hallar la 111232 

raíz cuadrada del número dado. Pero es imposible hallarlo 
exactamente para el caso de un número que no sea cuadra
do, pues un número multiplicado por sí mismo produce un 10 
número cuadrado, pero un número más una fracción multi
plicado por sí mismo nunca produce un número entero, sino 
también más una fracción. Cómo hay que hacer para hallar 
aproximadamente la raíz cuadrada del número dado lo dice 
Herón en la Métrica, y lo dicen también Papo y Teón y lo 15 

dicen también otros muchos que han comentado el Alma- 
gesto de Claudio Ptolomeo. De modo que no es en absoluto 
preciso que investiguemos sobre ese punto, puesto que los 
interesados pueden leerlo en ellos.

[Y (sea) el ángulo correspondiente a ΓΕΖ un tercio de un 20 

recto1] Si, tras cortar por la mitad el arco de un hexágono y 
tomar su mitad correspondiente a Γ, trazamos e z , el ángulo 
correspondiente a ΓΕΖ será un tercio de un recto. Pues sien
do el arco tomado junto a r  la mitad del del hexágono, será 
un doceavo del círculo. De modo que también el ángulo co- 25 

rrespondiente a ΓΕΖ con vértice en el centro es un doceavo 
de los cuatro rectos. De modo que es un tercio de un recto.

1 Med. círc. 236, 13-14.
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[Luego E Z guarda con z r la  razón de 306 a 1532\ Que 
30 EZ es el doble de ΖΓ es evidente a partir de lo que sigue: si, 

prolongando EZ hasta r  y poniendo una recta igual a ella 
234 trazamos una recta desde E, habrá quedado construido3 con 

vértice en E un ángulo de dos tercios de recto. Y también el 
ángulo de vértice en z  es de dos tercios de recto. Luego ΓΕΖ 

5 es la mitad de un triángulo equilátero, y por estar cortada 
por la mitad en el punto Γ la base del equilátero que es igual 
a EZ, EZ es igual a zr.

[Y Ε Γ guarda con r z la  razón de 265 a 1534] Dado que 
se ha supuesto que EZ es 306, si lo multiplicamos por sí 

ío mismo resultará 93636. Y ΓΖ es 153. De modo que su cua
drado será 23409. Y puesto que el cuadrado de EZ es igual a 
la suma de los de ΕΓ, ΓΖ, si del de e z  que es 93636 restamos 
el de ΓΖ, que es 23409, quedará que el cuadrado de ΕΓ es 
70227, cuya raíz cuadrada es 265 más una fracción mínima 

15 e imperceptible, pues faltan dos unidades para el cuadrado 
exacto de 265. Las multiplicaciones figuran a continuación:

EZ 306 ΖΓ 153 y  265
por 306 por 153 por 265

91800
1836

15300
5000 2500 150 

300 159

40000 12000 1000
12000 3600 300 

1325
total 93636

total 23409 total 70225

Por tanto, el cuadrado de 
ΕΓ es 70227.

Luego faltan dos unidades 
para el cuadrado exacto.

2 Med. círc. 236, 14-15.
3 [El ángulo de vértice en r d e  dos tercios de recto],
4 Med. círc. 236, 15-16.
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Córtese el ángulo Ζ Ε Γ por la mitad mediante la recta 
EH. Entonces Z E  es a Ε Γ  como Z H  a Η Γ 5 por el tercer teore
ma del Libro VI de los Elementos de Euclides. Y, por com- 15 

posición, la suma de ZE, ΕΓ es a ΕΓ como ΖΓ es a γ η  y, to
mando la proporción en alternancia, la suma de ZE, ΕΓ es a 236 

ΖΓ como ΕΓ a ΓΗ. Y la suma de EZ, ΕΓ es mayor que 571, 
pues se ha supuesto que ZE era 306 y que ΕΓ era 265 más 
una fracción, luego la suma es mayor que 571. Y z r  es 153. 
Luego la suma de ZE, ΕΓ guarda con z r  una razón mayor 5 

que la de 571 a 153. De manera que también ΕΓ guarda con 
ΗΓ una razón mayor que Iade571a l53 .

[Luego el cuadrado de H E guarda con el cuadrado de 
Η Γ la razón de 349450 a 234096] Se llegará a esta conclu
sión del modo siguiente: puesto que se ha demostrado que 10 

ΕΓ guarda con γ η  una razón mayor que la de 571 a 153, si 
suponemos que ΕΓ es 571 y ΓΗ 153, entonces el cuadrado de 
ΕΓ será 326041 y el de ΓΗ 23409 y su suma, que es igual al 
cuadrado de e h ,  será 349450. La raíz cuadrada de éste es 
591 1/8 aproximadamente, pues faltan aproximadamente 21 15 

unidades 1/6 1/15 para el cuadrado exacto. Luego el cua
drado de e h  guarda con el cuadrado de ΗΓ la razón de 
349450 a 23409, y en longitud7 la razón de 591 1/8 a 153.
Las multiplicaciones figuran a continuación:

5 Med. círc. 236, 16-17.
6 Med. circ. 236, 20-238, 1.
7 Téngase presente la concepción fundamentalmente geométrica de la 

matemática griega: la teoría de razones y proporciones fue establecida con 
vistas a comparar no números, sino magnitudes geométricas, que pueden 
ser comparadas mekei («en longitud») — es decir, linealmente—  o dyná- 
mei («en potencia») considerando en este segundo caso los cuadrados 
construidos tomando por lado las magnitudes lineales correspondientes.
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ΕΓ 571 
por 571

250000 35500
35000 970 

571

total 326041

De esto se concluye que el 
cuadrado de EH es 349450.

591 1/8 

por 591 1/8 

250000 45562 1/2 

45000 8190 11 1/4 

591 1/8 

62 1/2 11 1/41/8 1/64

total 349428 1/2 1/41/64 
luego faltan para el exacto 
21 unidades 1/6 1/15 
aproximadamente.

ΗΓ 153
por 153

15300
5000 2500 150 

300 159

total 23409

20 [De nuevo (córtese)por la mitad el ángulo HErmedian- 
te la recta ΘΕ. Por la misma razón, entonces, Ε Γ guarda con 

238 ΓΘ una razón mayor que la de 1162 1/8 a iJj?8] Por haber 
cortado por la mitad el ángulo, resulta que HE es a ΕΓ como 
ΗΘ a ΘΓ. Y, por composición, la suma de HE, ΕΓ es a ΕΓ co
mo ΗΓ a ΓΘ y, tomando la proporción en alternancia, la su- 

5 ma de h e , ε γ  es a ΗΓ como ΕΓ a Γ 0  y  ΕΓ es 571 más una 
fracción y EH es 591 1/8 más una fracción. Luego (suma
dos) son mayores que 1162 1/8. Y ΗΓ es 153.

ío [Luego ΘΕ guarda con ΘΓ una razón mayor que la de 
1172 1/8 a 1539] Puesto que se ha demostrado que ΕΓ guar
da con ΘΓ una razón mayor que la de 1162 1/8 a 153, si su
pusiéramos que guardan esa razón, el cuadrado de ε γ  será 
1350534 1/2 1/64 y el cuadrado de ΓΘ 23409. Luego el cua- 

15 drado de ΕΘ, que es igual a la suma de los de ΕΓ, ΓΘ será 
1373943 1/2 1/64, cuya raíz cuadrada es 1172 1/8 aproxi
madamente. Pues faltan 66 unidades 1/2 para el cuadrado 
exacto. Las multiplicaciones figuran a continuación:

8 Med. círc. 238, 2-4.
9 Med. círc. 238, 4-5.
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ΕΓ 1162 1/8 
por 1162 1/8 
1000000100000 62125

ΘΓ 153 
por 153 

15300
por 1172 1/8
1000000 100000 72125

11721/8

100000 16212 1/2 5000 2500 150 
300159

10000017212 1/2 
7700049001481/21/4 

2200144 1/4
66000 36001271/2 

2200 124 1/4 
125 12 1/2 7 1/2 1/4 1/64 total 23409 

total 1350534 1/2 1/64
125 12 1/2 8 1/2 1/4 1/4 1/64

El cuadro de ΕΘ, igual a la 
suma de los ΕΓ, ΓΘ

total 1373877 1/64 
Luego faltan para el exacto 
66 unidades 1/2.

es 1373943 1/2 1/64.

[De nuevo (córtese)  por la mitad el ángulo ΘΕΓ median- 240 
te la recta EK. Entonces Ε Γ guarda con Γ Κ  una razón mayor 
que la de 2334 1/4 a 15310] De nuevo, por haber cortado 
por la mitad el ángulo θ ε γ ,  θ ε  es a ε γ  como θ κ  a γ κ .  Y, por 
composición, la suma de ΘΕ, ΕΓ es a ΕΓ como ΘΓ a ΓΚ. To- 5 

mando la proporción en alternancia, la suma de θ ε ,  ε γ  es a 
ΘΓ como ΕΓ es a ΓΚ. Y puesto que se ha demostrado que ΘΕ 

es 1172 1/8 más una fracción y ΕΓ es 1162 1/8 más una 
fracción, la suma de ΘΕ, ΕΓ es mayor que 2334 1/4. Y se ha 10 
supuesto que ΘΓ es 153. Luego la suma de ΘΕ, ΕΓ guarda 
con ΘΓ una razón mayor que 2334 1/4 a 153.

[Luego E K  guarda con Γ Κ  una razón mayor que la de 
2339 1/4 a 1531 '] De nuevo, dado que se ha supuesto que 
ΕΓ es 2334 1/4, y ΓΚ 153, el cuadrado de ΕΓ será 5448723 15 
1/16, y el de ΓΚ 23409. Y el cuadrado de KE es igual a (la 
suma de) estos; luego será 5472132 1/16, cuya raíz cuadra
da es aproximadamente 2339 1/4, pues a su cuadrado le fal
tan 41 unidades 1/2 para el exacto. Las multiplicaciones fi
guran a continuación:

10 Med. círc. 238, 6-7.
" Med. círc. 238, 8-9.
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242 ΕΓ 23341/4 
por 2334 1/4 
400000060000068500 

600000 99000 1275 
69900 127 1/2 

80001200120161

153 
por 153 

15300
50002500150 

300 159

2339 1/4 
por 2339 1/4
4000000 600000 60000 18500 

600000 990002775 
69900 277 1/2 

1800027002708121/4 
575 71/221/41/16575 71/21 1/16 tofal 23409

total 5448723 1/16 total 5472090 1/2 1/16
De esto se concluye que el 
cuadrado de EK es 5472132 
1/16.

Luego faltan para el exacto 41 
unidades 1/2.

[Y (córtese) por la mitad el ángulo Κ Ε Γ  mediante EA. 

Entonces Ε Γ guarda con ΓΛ una razón mayor que 4673 1/2 
a 153 u] Otra vez, por haber cortado por la mitad el ángulo, 
KE es a ε γ  como k a  a ΛΓ. Y, por composición, la suma de 

5 KE, ε γ  es a ε γ  como ΚΓ a ΓΛ. Tomando la proporción en al
ternancia, la suma de k e ,  ε γ  es a ΓΚ como ΕΓ a ΛΓ. Y k e  es 
2339 1/4 más una fracción, y ε γ  2334 1/4 más una fracción. 

io Luego la suma de KE, ΕΓ es mayor que 4673 1/2. Y ΚΓ es 
153. Luego la suma de ΕΚ, ΕΓ guarda con ΚΓ una razón ma
yor que la de 4673 1/2 a 153. Y la suma de KE, ΕΓ es a ΚΓ 

como ε γ  a γ λ .  Luego ε γ  guarda con ΓΛ una razón mayor 
que la de 4673 1/2 a 153. 

is Puesto que el ángulo ΖΕΓ, que es un tercio de un recto, 
244 es la duodécima parte de los cuatro rectos, y el ángulo η ε γ  

es su mitad, el ángulo ΗΕΓ sería un veinticuatroavo. Y el án
gulo ΘΕΓ es su mitad; de modo que es 1/48. Y el ángulo ΚΕΓ 

es su mitad; luego es 1/96; siendo su mitad el ángulo ΛΕΓ, es 
1/192.

5 Póngase —dice—  el ángulo γ ε μ  igual a éste, y prolon
gúese ΖΓ hasta M. Entonces el ángulo ΛΕΜ, que es el doble

12 Med. círc. 238, 9-10.
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del λ ε γ , es 1/96 de los cuatro rectos. De modo que ΛΜ es el 
lado del polígono de 96 lados circunscrito al círculo13.

Puesto que se ha demostrado que ΕΓ guarda con λ γ  una 10 

razón mayor que la de 4673 1/2 a 153, y ΑΓ es el doble de 
ΕΓ, mientras que ΛΜ lo es de ΛΓ, entonces a t  guarda eon am  
una razón mayor que la de 4673 1/2 a 153. Entonces, to
mando la proporción invertida, ΛΜ guarda con ΑΓ una razón 
menor que la de 153 a 4673 1/2. Y puesto que a m  es el lado 15 

del polígono de 96 lados, entonces el perímetro del polígono 
es 14688, pues ése es el producto de 96 por 153. Luego el 
perímetro del polígono guarda con el diámetro ΑΓ una razón 
menor que la de 14688 a 4673 1/2. Luego el perímetro del 20 

polígono es el triple del diámetro del círculo y aún lo excede 
en 667 unidades y media. Eso es menor de la séptima parte 
del diámetro en una unidad y un séptimo. Pues el producto 
de 667 1/2 por 7, que es 4672 1/2, es menos que el diámetro 25 

en una unidad. Puesto que el polígono es menor que el triple 
más un exceso de un séptimo, mientras que el perímetro del 
círculo es menor que el del polígono, entonces con más ra
zón la circunferencia del círculo es mayor que el triple y aún 
lo sobrepasa en menos de una séptima parte.

[Después, construyendo la parte restante de la proposi- 30 

ción, dice: sea un círculo de diámetro A ry  el ángulo BArun  246 
tercio de un recto14] Esto será si tomando desde r  la recta 
ΓΒ, igual al lado de un hexágono, trazamos AB. Pues el án
gulo con vértice en el centro que comprende el arco de un 5 

hexágono es dos tercios de recto, mientras que si está en la 
circunferencia, un tercio.

Puesto que el ángulo ΑΒΓ es recto y  el ángulo ΒΑΓ es un 
tercio, entonces el ΑΓΒ son dos tercios. Si entonces, prolon-

13 Cf.Med. áre. 238, 13-240, 1.
14 Med. erre. 240, 12-13.
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ίο gando ΓΒ hasta Β y tomando una recta igual a ella la unimos 
desde A15, el triángulo será equilátero, y puesto que la per
pendicular a b  corta por la mitad la base, α γ  es el doble de 
ΓΒ. Si de nuevo tomamos ΑΓ como 1560, ΓΒ será 780, y el 
cuadrado de ΑΓ será 2433600, y el de ΓΒ 608400. Y si res- 

15 tamos el cuadrado de ΓΒ del cuadrado de ΑΓ, quedará como 
resto el cuadrado de AB, 1825200, cuya raíz cuadrada es 
1351 aproximadamente. Pues su cuadrado excede del exac
to en una unidad. Por eso dice AB guarda con Bruna razón 
menor que la de 1351 a 78016. Las multiplicaciones figuran 
a continuación:

ΑΓ 1560 ΓΒ 780
por 1560 por 780
1000000 500000 60000 490000 56000
500000 250000 30000 56000 6400

60000 33600
total 608400

total 2433600

Si quitamos el cuadrado 
de ΒΓ del cuadrado de ΓΑ, 
quedan 1825200.

1351 
por 1351 
1000000 300000 51000 
300000 90000 15300

50000 15000 2550 
1351

total 1825201 
Excede del exacto en una 
unidad.

248 [Córtese por la mitad el ángulo BAT mediante AZH. Pues
to que el ángulo BAH es igual al ΗΓΒ—pues comprenden el

15 La construcción a la que hace referencia Eutocio, inspirada en la co
rrespondiente ilustración de la Medida del círculo, es la siguiente:

16 Med. círc. 240, 13-14.
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mismo arco— y  también al HAT, entonces también el HTBes 
igual al HAT. Y el recto correspondiente a ΑΗΓ es común; 5 

por tanto el ángulo restante, ΗΖΓ es igual al restante, el 
ΑΓΗ. Luego el triángulo ΑΗΓ es equiángulo del ΓΗΖ. Luego 
AH es a Hrcomo rH es a HZ y  como ΑΓα r z 11] Pues los la
dos de los triángulos equiángulos están en proporción, y los 10 

que subtienden ángulos iguales son homólogos.

[Pero AT es a r z  como la suma de ΓΑΒ es a ΓΒ. Por tan
to la suma de ΒΑΓ es a ΓΒ como a h  a izr18] Puesto que el 
ángulo ΒΑΓ ha sido cortado por la mitad por AZ, la recta BA 15 

es a ΑΓ como BZ a zr. Y, por composición, la suma de BA,

ΑΓ es a α γ  como ΒΓ a rz. Y, tomando la proporción en al
ternancia, la suma de b a ,  α γ  es a ΒΓ como α γ  a rz. Y a b  es 
menor que 1351, ΑΓ es 1560 y ΒΓ 780. Luego la suma de 20 

a b , α γ  guarda con ΒΓ una razón menor que la de 2911 a 
780. Luego ΑΓ guarda con r z  una razón menor que la de 
2911 a 780. Y α γ  es a rz  como a h  a ΗΓ. Luego a h  guarda 
con ΗΓ una razón menor que la de 2911 a 780. Por eso, el 25 

cuadrado de AH será 8473921, y el de ΗΓ 6008400; y el cua
drado de ΑΓ es igual a (la suma) de estos; luego éste será 
9082321, cuya raíz cuadrada es 3013 1/2 1/4 aproximada- 250 

mente, pues su cuadrado excede del cuadrado exacto en 368 
1/16 unidades. Por eso dice que ΑΓ guarda con rHuna ra
zón menor que la de 3013 1/2 1/4 a 78019. Las multiplica
ciones figuran a continuación:

17 Med. círc. 240, 15-21, aunque los textos no coinciden literalmente.
18 Med. círc. 240, 21-23.
19 Med. círc. 240, 25-242, 1.
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AH 2911 ΗΓ 780
por 2911 por 780

4000000 1800000 22000 490000 56000
1800000 819900 560006400

29110 

2911 total 608400

total 8473921

La suma de los cuadrados de 
AH, ΗΓ 9082321.

3013 1/2 1/4 
por 3013 1/2 1/4 
9000000390001500750 

30135 2 1/2 
9039 1 1/2 1/2 1/4 
1500511/21/41/8 

7502 1/2 1/2 1/4 1/8 1/16

total 90826891/16 
Excede del exacto en 368 
unidades 1/16.

5 [(Córtese) por la mitad el ángulo Γ Α Η  mediante la recta
Α Θ 20] Por haber sido cortado por la mitad el ángulo y  por la 
semejanza de triángulos y  por la proporcionalidad entre los 
lados y  por composición y  tomando la proporción en alter
nancia, la suma de h a , α γ  es a ΗΓ como A© es a θ γ . Y se 

ío había supuesto que AH era menor que 2911 y  ΑΓ menor que 
3013 1/2 1/4. Luego la suma de h a , α γ  es menor que 5924 
1/2 1/4. Y ΗΓ es 780. Luego la suma de HA, ΑΓ guarda con 

is ΗΓ una razón menor que la de 5924 1/2 1/4 a 780. De modo 
que también ΑΘ guarda con ΘΓ una razón menor que la de 
5924 1/2 1/4 a 780. De modo que también ΑΘ guarda con ΘΓ 
una razón menor que la de 455 1/2 1/4 a 60 —pues cada una 

252 es 1/13 de cada una— y  (tomando) sus cuádruples, ΑΘ guar
da con ΘΓ una razón menor que la de 1823 a 240. Por eso 
dice que cada una es 4/13 de cada una21. Y puesto que ΑΘ 

5 es 1823, entonces su cuadrado es 3323329. Y ©r es 240 y su 
cuadrado 57600. Y el cuadrado de α γ  es igual a (la suma 
de) los cuadrados de A©, ΘΓ. Luego será 3380929, cuya raíz 
cuadrada es 1838 9/11, pues su cuadrado excede del exacto 
en 321 unidades aproximadamente. De manera que α γ  guar-

20 Med. círc. 242, 1-2.
21 Med. círc. 242, 4.
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da con ΘΓ una razón menor que la de 1838 9/11 a 240. Las 
multiplicaciones figuran a continuación:

22ΑΘ 1823
por 1823
1000000 800000 23000

800000 640000 10000 6000 
2400

20000 10000 6000 460 
3000 2469

total 3323329

ΘΓ
por

240
240
48000

8000 1600

total 57600

10

1838 1/9 1/11 
por 1838 1/91/11
1000000 800000 30000 8000 111 1/9 

9010/11
800000 640000 24000 6400 88 8/9 72 

8/11
3000024900240 3 3/92 8/11 
8000 6400240 64 8/9 8/11 
111 1/9 88 8/93 3/9 8/91/81 1/99 
90 10/11 72 8/11 2 8/11 8/11 1/99 

1/121

El cuadrado de lado ΑΓ es igual a la 
suma de estos: 3380929.

total 3381250 aproximadamente 
Luego excede del exacto en 321 
unidades aproximadamente.

[Y de nuevo (córtese) p o r  la mitad el ángulo θαγ  me- 254 

diante KAn\ De nuevo por haber cortado el ángulo por la 
mitad y por la semejanza de triángulos y por la proporciona
lidad entre los lados y por composición y tomando la pro
porción en alternancia, la suma de ΘΑ, ΑΓ es a ΓΘ como AK a 5

22 A pesar de que un poco más arriba (252, 9) se ha reflejado correc
tamente la cifra 1838 9/11 (,αωλη θ ια'), a lo largo del cálculo se emplea 
1838 1/9 1/11 (,αω λη θ' ια'), Ιο que Heiberg atribuye a un error, bien de 
copista, bien — más probablemente—  del propio Eutocio: los cálculos 
son correctos con la cifra errónea, por lo que el resultado de la resta no 
cuadra. Heiberg restituye en el aparato crítico las operaciones con las ci
fras correctas del modo que sigue: 1838 9/11 por 1838 9/11= (1000000 + 
800000 + 30000 + 8000 + 818 + 2/11) + (800000 + 640000 + 6400 +  654 
+ 6/11) + (30000 + 20000 + 4900 +  240 + 6/11) + (8000 +  6400 + 240 + 
64 + 6 + 6/11) +  (6 + 6/11 + 81/121) = 3381250 aproximadamente. El re
sultado exacto es, en realidad, 3381251 6/11 81/121 o bien 3381252 
37/121, en cuyo caso la diferencia excedente sobre el exacto es aproxi
madamente 323.

23 Med. círc. 242, 5-6.
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ΚΓ. Pero la suma de θ α , α γ  es menor que 3661 9/11, dado 
que se ha supuesto que ΘΑ es 1823 y Α Γ 1838 9/1124. Y ΘΓ  

es 240. Luego la suma de θ α , α γ  guarda con θ γ  una razón 
menor que la de 3661 9/11 a 240. De manera que también 

ίο A K  guarda con Κ Γ una razón menor que la de 3661 9/11 a 
240. Y puesto que 11/40 de 3661 9/11 es 1007 y de 240 es 
66, entonces A K  guarda con Κ Γ  una razón menor que la de 
1007 a 66. Y el cuadrado de a k  es 1014049 y el de Κ Γ  

15 4356, y al ser igual a (la suma de) estos, el de Α Γ  es 
1018405, cuya raíz cuadrada es 1009 1/6 aproximadamente. 
Pues su cuadrado excede del exacto en 12 unidades 1/3 
1/36. Luego Α Γ  guarda con Γ Κ  una razón menor que la de 
1009 1/6 a 66. Las multiplicaciones figuran a continuación:

1009 1/6 
por 1009 1/6

1000000 9166 ‘/2 1/6 
9081 1 '/2 

166 ‘/2 1/6 1 >/21/36

total 1018417 1/3 1/36

El cuadrado de Α Γ  es Excede del exacto en 12 unidades
igual a la suma de 1/3 1/36.
estos: 1018405.

256 [Y de nuevo (córtese) por la mitad el ángulo ΚΑΓ me
diante ΑΛ25] Por los mismos razonamientos, la suma de KA, 

α γ  es a Κ Γ como a a  es a α γ . Y a k  es menor que 1007, α γ  

5 menor que 1009 1/6 y Κ Γ es 66. Luego la suma de K A , Α Γ  

guarda con Κ Γ  una razón menor que la de 2016 1/6 a 66. 
Luego A A  guarda con Λ Γ  una razón menor que la de 2016 
1/6 a 66. Y dado que se ha supuesto que A A  es 2016 1/6 y 
su cuadrado 4064928 1/36, que Λ Γ  es 66 y su cuadrado

AK 1007 ΚΓ 66
por 1007 por 66

1000000 7000 3600 360
7049 360 36

total 1014049 total 4356

24 Aproximadamente.
25 Med. círc. 242, 9.
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4356 y que el cuadrado de ΑΓ es igual a (la suma de) éstos, 
éste será 4069284 1/36, cuya raíz cuadrada es 2017 1/4 
aproximadamente. Por tanto, su cuadrado excede del exacto 
aproximadamente en 13 unidades 1/2 1/20. De modo que α γ  

guarda con ΓΛ una razón menor que la de 2017 1/4 a 66. 
Las multiplicaciones figuran a continuación:

AA 20161/6 ΛΓ 66 2017 1/4
por 20161/6 por 66 por 20171/4
400000020000 100002333 1/3 3600 360 400000020000 100004500

20000 161 1/2 1/6 360 36 20172 1/2
100002060 361 10000 4070 49 

11/2 1/4
333 1/3 1 total 4356 502 1/2 1 1/2

H 1/6 1 1/36 1/4 1/16

total 4064928 1/36

Siendo igual el cuadrado de 
AI a (la suma de) éstos es 
4069284 1/36.

total 4069297‘/2 1/16

Excede del exacto en 13 
unidades 1/2 1/20.

Puesto que ΑΓ guarda con ΓΛ una razón menor que la de 
2017 1/4 a 66, entonces, tomando la proporción invertida, 
ΛΓ guarda con ΓΑ una razón mayor que la de 66 a 2017 1/4.
Y dado que el arco ΓΒ es un sexto de círculo, entonces ΗΓ es 
1/12; ΘΓ, 1/24; ΚΓ, 1/48; ΛΓ, 1/96. De modo que la recta ΛΓ 

es el lado de un polígono que tiene 96 lados. Y ΑΓ es 66. 
Luego el perímetro del polígono guarda con el diámetro del 
círculo una razón mayor que la de 6336 a 2017 1/426. Y  eso 
es el triple y aún lo excede en 284 1/4, que es mayor que 
diez setentayunavos. Lo cual27 es 27 unidades 1/2 1/6 apro
ximadamente; y el décuple de esto es 276. Luego la circun-

26 Med. círc. 242, 12-14.
27 Es decir, «los 10/71 serian».
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ferencia del círculo es, con más razón, mayor que el triple y 
diez setentayunavos. 

is Han quedado aclarados los números mencionados por él 
según cabía. Se ha de saber que también Apolonio de Perga 
en el Úkytókion lo demostró llegando a mayor aproximación 
mediante otros cálculos. Parece que esto28 es más preciso, 

20 pero no es útil para el fin buscado por Arquímedes, pues de
cíamos que la finalidad que tenía en este libro era hallar una 
aproximación para las necesidades de la vida. De modo que 
se hallará que Esporo de Nicea no estuvo acertado al repro
char a Arquímedes que no había hallado con precisión a qué 
recta es igual la circunferencia del círculo, según lo que él 

25 mismo afirma en los Këria, cuando dice que su maestro, Fi
lón de Gádara, llegó a cifras más precisas que las indicadas 
por Arquímedes —me refiero al 1/7 y a los 10/71. Y es que 
parece que todos los posteriores ignoraron su finalidad. Pues 

30 todos han utilizado multiplicaciones y divisiones de miría
das que no es fácil que las comprenda quien no esté familia- 

260 rizado con la Logística de Magno. Si uno pretendiera llevar
lo a mayor aproximación, sería menester hacerlo mediante 
las fracciones y minutos y las cuerdas del círculo, siguiendo 

5 lo indicado en el Almagesto de Claudio Ptolomeo; y yo lo 
hubiera hecho si no hubiera tenido presente, como he dicho 
muchas veces, que ni es posible hallar con precisión me
diante lo allí indicado una recta igual a la circunferencia de 
un círculo y que para quien se aplica (a hallar) la aproxima
ción con error escaso, le basta con lo allí dicho por Arquí
medes29.

28 «Los cálculos de Apolonio».
29 [Comentario de Eutocio de Ascalón a la Medida del círculo de Ar

químedes. Edición revisada p o r  nuestro maestro Isidoro de Mileto el Me
cánico].
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